MATLAB

Ineaarisen

L
vhtaloryhm

ratka

dan

Iseminen

L1

dkela

Timo M

e N
e e,
R
N ’J..,.I..m..n..ﬂ#. i Pl 5
Ay D N o
L — A )

) ' Y b e E .
N |
ﬁ?fe_-q-,aﬁ.

1% Fat
= T g T
Sk .I_ I.n.ll_l__._ |Ih|| .M.ﬂ.ﬂﬂ._._s L
"

&K Tammertekniilkika

r 14



MATLAB - perusteet 53

14. LINEAARISEN YHTALORYHMAN RATKAISEMINEN
14.1 Yleistd

Lineaarinen yhtéléryhmé, jossa on m yhtiiléé ja n tuntematonta, on muotoa
Xy +dpXy +ot 0, X, = b,
A%, +UpXy +oo+8,,%, =b,

a, . x, +a,,x, ++a,x,=b

ml i n e

missd x,, X,, ..., X, ovat tuntemattomia ja suureet a, ja b, ovat tunnettuja. Yhtdléryhma voidaan

esittdd matriisimuodossa seuraavasti:

Ax=1b, ™)
missé
a, dp a, X b,
A= ay a:zz A3y = Xy b= b:z
a, a a x, b

o
Matriisia A sanotaan yhtiléryhmén kerroinmatriisiksi.
Yhtiléryhma4 sanotaan nelidlliseksi, jos tuntemattomia on yht# monta kuin yhtil6itd. Nelidllisen
yhtiléryhmén kerroinmatriisi on nelidmatriisi.
14.2 Yksikdsitteinen ratkaisu
Tarkastellaan nelitllistd yhtaloryhméd, jossa on n yhtildi ja n tuntematonta,
Yhtéloryhmén matriisimuotoisessa esityksessé
Ax=1b

kerroinmatriisi A on nxn-nelidmatriisi.
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Jos det(A) # 0, niin matriisilla 4 on ka#nteismatriisi 4™, T4ll6in yhtdloryhmalld
Ax=b

on 1-kisitteinen ratkaisu
x=A"b

MATLABIssa ratkaisu voidaan laskea yll4 esitetylld tavalla, mutta tehokkaampi tapa on kéyttas
Jakoa vasemmalta:

x=A\b.

Jos det(4)= 0, niin komento A\ antaa varoituksen.

Esim. Ratkaistaan yht4l6ryhméi

x=2y+3z=1
4x+6y—2z=2
3x+3y+z=-4

Muodostetaan kerroinmatriisi ja pystyvektori:
>> A = (1 -2 3
4 -2
3 1]

i w oy

1 -2 3
4 6 -2
3 3 1

1
2
-4

Ratkaistaan yhtaloryhma:

>> x = A\b

X:
6.4286
-5.8571
-5,7143

Siis
x = 6,4286
y=-58571
z=-5,7143

Tarkistetaan vield tulos:

>> A*x

ans =
1.0000
2.0000
-4,0000

TEHTAVIA
1. Ratkaise yhtédloryhmé
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x+z=T7+3y
-2x+y+6=8z
3x+y+z=-5

Tarkista tulos.

14.3 Yliméérdytynyt lineaarinen yhtéléryhma

Ylimédiriytyneessi lineaarisessa yhtiloryhmissé on yhtildiden madrd m suurempi kuin tun-
temattomien médrd ». Yhtdloryhmin matriisiesitys on siten

Ax =D,
miss# kerroinmatriisi A on mxn-matriisi.
Jos yhtaléryhmalld on tarkka ratkaisu x, niin
Ax=b
eli6
Ib— Az} =0.
Yleensd tarkkaa ratkaisua ei ole, vaan etsitiin ns. pienimmén nelisumman ratkaisu, joka on se
vektori x, jolla lauseke
b - 4x|
minimoituu.
MATLABIn komennolla
x=A\b

muodostetaan yhtaloryhmén pienimmén nelidssumman ratkaisu.

Ylimaaraytyneitd yhtaloryhmid syntyy mm. kun sovitetaan matemaattista mallia mittausdataan.
T#4td kuvaavat seuraavat esimerkit.

Esim. Pienimmén nelidsumman suora.

On mitattu muuttujien x ja y arvoja. Mittaukset muodostuvat seuraavista havaintopareista
x |651 |47,3 |211,2|153,5 (23,8 |22,6 |l6,1 |219 |271,6 17,9 |48,
y |73 125 |512 |452 |39 20 93 278 532 |47 170

Havaintopareihin on sovitettava suora

y=ax+b
pienimmin nelidsumman menetelmalla.

Muodostetaan mittausdatan siséltdvét pystyvektorit:

[65.1 47.3 211.2 153.5 23.8 22.6 16.1 219 271.6 17.9 48.1}"
[73 125 512 452 39 20 93 278 532 47 170]"'.

>> x
>> vy

o

T | . . P . . . I / .
6 Merkints Exi tarkoittaa vektorin X euklidista normia, joka n-vektorille on ‘EJ_C}! = v-,,/xlz + xf +oe xi . Vektorei-

den tai pisteiden X ja ) vilinen etisyys on ’ix - )ﬁiﬂ
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Merkitsemélld 1:114 vektoria, jonka kaikki alkiot ovat ykkosié, voidaan datavektorin y riippu-

vuutta datavektorista x kuvata yhtdlslld

b
y~ax+bl=bl+ax=|l x{ }

- a

Tehtdvén ratkaisu on yhtdloryhmén

pienimmén nelidsumman ratkaisu b, a.
Muodostetaan yhtiloryhmén kerroinmatriisi:

>> A = [ones(size(x)) x] .

A = s
1.0000 65.1000 & _ :
1.0000 47.3000 s e !
1.0000 211.2000 o ;
1.0000 153.5000 g - '
1.0000 23.8000 ,,' ¢
1.0000 22.6000 d e
1.0000 16.1000
1.0000 219.0000 wd L
1.0000 271.6000 "5; °
1.0000 17.9000 e

1.0000  48.1000
ja madratddn pienimmén nelidsumman ratkaisu:

>> ¢ = A\y
c:

24,4924

1.8898

Siis
a=1,8898
b =124,4924

eli pienimmén nelidsumman suora on
vy =1,8898x + 24,4924

Piirretdéin kuva tilanteesta. Piirretdén suoran kuvaaja vélilld [0, 300]. Lasketaan suoran x-arvot
pystyvektoriin X ja y-arvot pystyvektoriin Y. Huomaa, kuinka suoran arvot lasketaan!

>> X linspace (0,300)';
>> Y [ones (size (X)), X]*c;

~ Piirretddn suora ja datapisteet samaan kuvaan
>> plot(X,Y,'-',x,y,'0")

o

Esim. Kahden muuttujan lineaarinen regressio.

Tarkastellaan tilannetta, jossa muuttuja y riippuu kahdesta eri muuttujasta x, ja x, mallin
y=a,+ax +a,x,

mukaisesti. On médréttavd kertoimet a,, a,, a,. T4td varten on suoritettu mittauksia, jotka on

koottu seuraavaan taulukkoon.
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% 0ol |03 o6 [08 1,0 |12
%, |02 |04 (05 |09 [12 |15
y 22 |23 (29 |26 (2,5 |24

Sovitetaan malli mittauksiin pienimmén nelidsumman menetelméll,

Muodostetaan mittausdatan sisaltdvat pystyvektorit:

>> x1 = [0.1 0.3 0.6 0.8 1 1.21";
>> x2 = [0.2 0.4 0.5 0.9 1.2 1.5]';
>> vy = [2.2 2.3 2.9 2.6 2.5 2.4]1";

Datavektorin y riippuvuutta datavektoreista x, ja x, voidaan kuvata yhtdloll4

dy
Zza01+al)_cl+a2)_62=[l X Xjaq |,
ay

missd 1 on vektori, jonka kaikki alkiot ovat ykkdsid.
Tehtdvén ratkaisu on yhtdléryhmén

I % x]a|=y

pienimmén neliésumman ratkaisu ¢, a,, a, .

Muodostetaan yhtdléryhmén kerroinmatriisi:

>> X = [ones(size(xl)), x1 x2]
X =
1.0000 0.1000 0.2000
1.0000 0.3000 0.4000
1.0000 0.6000 0.5000
1.0000 0.8000 0.9000
1.0000 1.0000 1.2000
1.0000 1.2000 1.5000
ja médrdtddn pienimmén nelidsumman ratkaisu
>> a = X\y
a =
2.3477
2.6784
-2.1063

Siis malli on (py6ristetddn kertoimet kahteen desimaaliin)
y=2,35+2,68x, -2,11x,

Tarkistetaan vield mallin hyvyys médrittiméilld mallista laskettujen arvojen ja mittausarvojen
erotuksen itseisarvon maksimi.

Midritetddn mallista lasketut x, ja x, vastaavat arvot:

>> Y = X*a
Y =

.1943
.3087
.9016
.5947
. 4985

DO RN DN
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2.4023
Lasketaan ndiden arvojen ja mittausarvojen erotuksen itseisarvon maksimi:

>> max(abs(Y-y))
ans =
0.0087

Koska tdmé4 on pieni’, kuvaa malli hyvin tilannetta.

TEHTAVIA

1. On mitattu muuttujien ¢ ja y arvoja. Mittaukset muodostuvat seuraavista havaintopareista:
t 0 0,3 0,8 1,1 1,6 23
y 0,82 0,72 0,63 0,60 0,55 0,50

Muuttujien ¢ ja y riippuvuutta kuvaa funktio
y=c +ce.
Maédritd kertoimet ¢, ja ¢, pienimmin nelidsumman menetelmalld. Piirrd kuva tilanteesta.

2. On mitattu muuttujien ¢ ja y arvoja. Mittaukset muodostuvat seuraavista havaintopareista:
t 0 0,3 0,8 1,2 1,7 2,3

y 0,5 0,83 1,18 1,32 1,36 1,42
Muuttujien ¢ ja y riippuvuutta kuvaa funktio

y=a, +a,t+at’.

Midritd kertoimet a,, a,, @, pienimmén nelisumman menetelméalld. Piirrd kuva tilanteesta.

7 Pienuus on aina suhteellista ...
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