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ALKUSANAT
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1 TILASTOLLISEN AINEISTON
ESITTAMINEN

1.1 MITTA-ASTEIKOT

Olkoon tarkastelun kohteena tietty perusjoukko (populaatio) E, jonka alkiot g, ovat
tutkimusobjekteja. N4itd sanotaan tilastotieteessi tavallisesti tilastoyksikoiksi. Tilastoyksikoihin
a; liittyvid tiettyjd ominaisuuksia x, y, z, ... sanotaan puolestaan tilastollisiksi muuttujiksi.

Tutkimuksen kannalta on térked, ettd tutkittava ilmid voidaan esittid numeerisessa muodossa
eli on mahdollista suorittaa tilastoyksikéihin kohdistuvia mittauksia. Itse mittaamisella tarkoi-
tetaan sdintod, joka liittdd tilastoyksikon g, tarkasteltavaan ominaisuuteen x mittaluvun tai mitta-
symbolin. Matemaattisesti tulkittuna mittaaminen on tilastoyksik6iden joukossa mééritelty reaa-
liarvoinen funktio f E - R. Luku f{a,) = x; on tilastoyksikké6n g, liitetty mittaluku.
Mittalukujen x; muodostamaa joukkoa eli funktion f arvojoukkoa Aj(f) sanotaan mitta-astei-
koksi. Mittaaminen késitetd4n usein laajassa mielessd siten, ettd mittaustulos voi luvun sijasta
olla my6s symboli (sukupuoli, viri, ...).

Alkeellisin mitta-asteikko on luokitteluasteikko (nominaaliasteikko). Talloin tilastoyksikot
jaetaan ennalta masrittyihin luokkiin., Kahdesta tilastoyksikosti voidaan todeta vain kuuluvatko
ne samaan luokkaan vai eivit. Luokille voidaan antaa my6s numeroarvot. N4illd suoritetuilla
aritmeettisilla operaatioilla ei kuitenkaan ole mitéisin jirkevii tulkintaa.

Jarjestysasteikko (ordinaaliasteikko) saadaan, kun luokitteluasteikkoon lisdtisin jirjestys tai
paremmuus mitatun ominaisuuden suhteen (sotilasarvo, opintomenestys, sosiaaliryhmi, ...).
Myoskddn jdrjestysasteikon eri luokille annetuilla numeroarvoilla ei ole jirkevad suorittaa
aritmeettisia laskutoimituksia. Esimerkiksi luokiteltaessa viranhakijoita eri ominaisuuksien
(tietopuoliset ansiot, tyokokemus, ...) perusteella paremmuusjérjestykseen ei hakijoiden saamia
jarjestyslukujen summia saa kéyttdd lopullista valintaa suoritettaessa (vaikka joskus nikeekin ndin
meneteltdvin).

Vilimatka-asteikko (intervalliasteikko) voi luokittelun ja jirjestyksen lisiksi ilmoittaa my®os
luokkien viliset erot numeerisesti. Téllaista asteikkoa varten tarvitaan asteikon mittayksikko ja
nollakohta. Esimerkkind mainittakoon ldmpétilan mittaaminen Celsius-asteita kiyttien.

Suhdeasteikko on muuten samanlainen kuin vilimatka-asteikko, mutta siini on absoluuttinen
nollakohta eli kohta, jossa tarkasteltava ominaisuus "havid4". Suurin osa kvantitatiivisista suureista
voidaan esittds suhdeasteikolla (pituus, pinta-ala, paine, limpétila Kelvin-asteissa, asukasluku, ...).
Tésté on syntynyt se yleinen harhakisitys, ettd kaikki mittaaminen tapahtuu suhdeasteikolla.

1.2 FREKVENSSITAULUKKO JA HAVAINTOMATRIISI

Frekvenssitaulukossa havaintoarvot x,, x,, ..., x, esitetéin luokiteltuna. Muuttujan x
arvojoukko jaetaan k:hon erilliseen (yhteispisteettoméén) puoliavoimeen, usein yhti pitk#an,

Copyright by Tammertekniikka
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valiin (¢;,¢,], (€pCsl, .., (€ Ces] ja lasketaan montako havaintoa x, joutuu kuhunkin valiin.
Olkoon luokkiin (véleihin) kuuluvien havaintojen lukumérit eli luokkafrekvenssit £, f,, ..., f.
sekd luokkien keskikohdat eli luokkakeskukset m,, m,, ..., m, , missi

¢, +c,
m, = ——’~—2——’11— Luvut ¢; ovat todelliset luokkarajat. Havaintoarvojen kokonaisméird # on

i

k
luokkafrekvenssien summa: n = Y f,.
i=1
Frekvenssitaulukko niyttd4 periaatteessa seuraavalta:

luokkavili luokkakeskus frekvenssi
(¢ ¢ m fi
(CZ) C3] m2 f2

(Cp Crynl ' my Je

Jos muuttuja x on diskreetti, niin luokkakeskukset ovat samalla yleensd muuttujan mahdolliset
arvot. Jos x on jatkuva tai sen arvojoukossa on direttéméan monta erilaista mahdollista arvoa, niin
hyvén yleisnikemyksen vuoksi luokkien lukuméirén tulisi olla pieni. Toisaalta, mitd suurempi on
luokkavilin pituus, sitd suurempi on virhe korvattaessa havaittu arvo vastaavalla luokkakeskuk-
sella. Paljon sovelletun yleisohjeen mukaan luokkien lukuméérin (ilman nollaluokkia) tulisi

symmetrisessé aineistossa olla vélilld 3\/5 - y/n, missi n on havaintojen lukuméara. Epésymmetri-
sessé (vinossa) aineistossa on syytd kiyttid useampia luokkia.

Mitattaessa tilastoyksikoistd samalla kertaa useiden eri muuttujien x,, x,, ... , X, arvoja
esitetddn mittaustulokset tavallisesti (ainakin erdissd tilastollisissa tietokoneohjelmissa)
havaintomatriisin muodossa. Havaintomatriisilla tarkoitetaan taulukkoa, jossa eri muuttujien
Xys X35 .-, Xy arvot on taulukoitu tilastoyksikoittdin a,, a,, ..., a, seuraavasti:

Xy Xy X
a, X1 X1 X1
a X12 X2 Xm2
an X In x2n xmn

Copyright by Tammertekniikka
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Rivilld i olevat soluarvot x,;, x,, ..., X, ilmoittavat tilastoyksikk66n g, liittyvit-eri muuttujien
saamat arvot.

1.3 OTOKSEN GRAAFINEN ESITTAMINEN

Tarkastellaan esimerkin valossa vélimatka- ja suhdeasteikolla kiytettivii esitystapoja.

Esim. Mitattiin 32 tydntekijén erdén tydvaiheen suorittamiseen kuluva aika ja saatiin seuraavat
tulokset (aika sekunneissa 0,1 s tarkkuudella).

35,6 36,6 36,3 35,3 35,4 34,5 36,0 34,9
34,6 35,3 34,6 34,6 35,0 33,9 34,9 34,7
35,0 33,9 37,3 34,3 35,0 36,3 33,8 35,5
35,3 35,5 34,8 35,4 33,8 36,0 36,5 35,9

Aluksi aineisto on luokiteltu.

x/s x/s fi filn
32,0-32,9 32,45 0 0
33,0-33,9 33,45 4 0,125
34,0-34,9 34,45 9 0,281
35,0-35,9 35,45 12 0,375
36,0-36,9 36,45 6 0,188
37,0-37,9 37,45 1 0,031
38,0-38,9 38,45 0 0
yhteensi 32 < 1,000

Taulukossa x; on luokkakeskus ja f; vastaava luokkafrekvenssi. Taulukkoon on my®os laskettu
luokkien suhteelliset frekvenssit f;/n. Koska mittaustarkkuus on 0,1 s, niin todelliset luokkara-
jatovat 31,95s, 32,95 s, ..., 38,95 s.

Kuvassa 1.1 on esitetty tarkastellun jakauman frekvenssihistogrammi ja kuvassa 1.2
frekvenssimonikulmio. Havainnollisuuden lisd&miseksi histogrammiin piirretdéin usein my®os
nollaluokat histogrammin molemmille puolille.

Frekvenssimonikulmio saadaan histogrammista yhdistimélld vaakajanojen keskipisteet.
Frekvenssimonikulmio alkaa nollaluokan keskipisteestd ja padttyy nollaluokan keskipisteeseen.
Havaitaan, ettd histogrammi ja frekvenssimonikulmio rajoittavat x-akselin kanssa yhti suuret
pinta-alat. '

Copyright by Tammertekniikka
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Kuva 1.1: Frekvenssihistogrammi
15 I | T 1
10 —
f
5 —
0 x 1 |
30 32 34 36 38 40

X3 .

Kuva 1.2: Frekvenssimonikulmio

Suuressa aineistossa saadaan luokitusta tihentdmilld frekvenssimonikulmion kulmat
"hévidmddn", jolloin se ldhestyy tasaisesti kaartuvaa kidyrdd. Tdmén hypoteettisen rajakdyrin
voidaan ajatella kuvaavan tutkittavan muuttujan teoreettista jakaumaa. Teoreettisia jakaumia

tarkastellaan myShemmissi luvuissa. :
Korvaamalla frekvenssit f; suhteellisilla frekvensseilld fi/n saadaan suhteellinen frekvenssi-

histogrammi ja subteellinen frekvenssimonikulmio (kuva 1.3). Jos suhteelliset frekvenssit il-
maistaan prosentteina, saadaan prosenttinen jakauma. Suhteellisten frekvenssijakaumien avulla

on helppo vertailla eri kokoisia aineistoja toisiinsa.

Copyright by Tammertekniikka




Frekvenssien avulla voidaan laskea summafrekvenssit
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Kuva 1.3: Suhteellinen frekvenssihistogrammi

ja frekvenssimonikulmio

FF=fi+fit+..+Ff.

Tietyn luokan summafrekvenssi ilmaisee kaikkien niiden havaintojen lukumdirin, jotka ovat
pienempid tai yhtd suuria kuin ko. luokan todellinen yliraja. Vastaavaa taulukkoa sanotaan
summajakaumaksi ja sen graafista esitysti summakiyriksi (kuva 1.4).

Huomaa, ettd kunkin luokan summafrekvenssii vastaava piste on merkittiivii luokan ylirajan

kohdalle.

x/s fi F, Fin
32,45 0 0 0,000
33,45 4 4 0,125
34,45 9 13 0,406
35,45 12 25 0,781
36,45 6 31 0,969
37,45 1 32 1,000
38,45 0 32 1,000

Copyright by Tammertekniikka
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Kuva 1.4: Summakiyri
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Kuva 1.5: Suhteellinen summakiyri

Jos summafrekvenssien F; sijasta ilmoitetaan suhteelliset summafrekvenssit F,/n saadaan
suhteellinen summajakauma. Tdmén graafinen esitys on suhteellinen summakiiyri eli otos-
kertyméfunktion kuvaaja (kuva 1.5). Otoskertyméafunktiota vastaava teoreettinen kisite kerty-
mifunktio néyttelee keskeistd osaa todennikoisyysjakaumien kisittelyss.

Copyright by Tammertekniikka
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Luokittelu- ja jérjestysasteikolla esittimiseen soveltuu histogrammin sijasta jana- ja
pylvisdiagrammi. Janadiagrammissa kunkin luokan frekvenssii vastaa jana ja pylvasdiagrammissa
pylvds. Joskus kéytetddn myos sektori- ja tilavuusdiagrammeja. Sektoridiagrammissa sektorin
pinta-ala kuvaa tarkasteltavan  luokan frekvenssid. Tilavuusdiagrammissa frekvensseji
havainnollistetaan kappaleiden tilavuuksien avulla.

Esim. Mielipidetiedustelussa oli mahdollista vastata neljilli tavalla: (A) kannattaa ehdokasta a,
(B) kannattaa ehdokasta b, (C) ei kannata kumpaakaan ehdokasta, (D) ei osaa sanoa. Vastauksista
laadittiin.frekvenssitaulukko:

mielipide frekvenssi subt. frekv.
A 41 41,0 %
B 34 34,0 %
C 12 12,0 %
D 13 13,0 %

yhteensi 100 - 100,0 %

ja piirrettiin - pylvisdiagrammi (kuva 1.6) ja janadiagrammi (kuva 1.7). Kéiytinndssi
pylvédsdiagrammia sanotaan my®s histogrammiksi - varsinkin silloin, kun pylviit sivuavat toisiaan.

0+ -

£ ok .

Kuva 1.6: Pylvisdiagrammi

Copyright by Tammertekniikka
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40 T -
A B C D

Kuva 1.7: Janadiagrammi

HARJOITUSTEHTAVIA

1.1 Luokittele seuraava tilastoaineisto

26,6 22,9 25,8 23,1 23,8 20,9 25,2 26,9 22,6 27,9
28,0 23,7 23,9 20,5 25,7 27,1 24,7 17,8 23,9 22,8
22,0 23,6 27,5 30,6 21,6 19,0 22,7 26,9 25,5 27,6
27,5 22,1 26,7 27,5 28,3 31,1 32,1 28,8 21,8 23,3

valiten todellisiksi luokkarajoiksi 17,25; 20,25; .... Piirrd frekvenssihistogrammi, frekvenssimoni-
kulmio ja suhteellinen summakéyri.

Copyright by Tammertekniikka
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2 TILASTOLLISET TUNNUSLUVUT
2.1 YLEISTA

Jakauman siséltimé informaatio pyritdin keskittdmééin muutamaan koko tilastoaineistoa kuvaavaan
tunnuslukuun. Niistd tdrkeimmit ovat keskiluvut ja hajontaluvut. Joskus kédytetddn myos
vinouslukuja ja huipukkuuslukuja.

Keskiluku pyrkii esittdmédn muuttujan havaintoarvojen keskimédrdistd suuruutta tai
"keskikohtaa". Koska tunnusluvulla voidaan kuvata myos muuta kohtaa tilastoaineistossa, niin
puhutaan usein keskilukujen sijasta sijaintiluvuista.

Hajontaluku kuvaa puolestaan jakauman "hajaantumista" keskiluvun ympérille. Jos hajontaa ei
ole lainkaan, niin se osoittaa havaintoaineiston taydellistd yhdenmukaisuutta eli havaintoarvot ovat
identtisid. Pieni hajonta osoittaa havaintoaineiston keskittymistd. Jos taas hajonta on suuri, niin
aineiston yhdenmukaisuus on vihiisti.

2.2 KESKILUVUT

2.2.1 Moodi

Moodi (Mo) eli tyyppiarvo on muuttujan tavallisin (yleisin) arvo. Se ei titen ole aina
yksikdsitteinen. Se voidaan marittad kaikilla asteikoilla. Luokittelu- ja jérjestysasteikoilla moodi on
se luokka, jolla on suurin frekvenssi. Vilimatka- ja suhdeasteikoilla moodiluokan luokkakeskus on
kéytannossa riittdvd moodin likiarvo. Jos halutaan tatd tarkempi arvio, niin voidaan menetelld histo-
grammissa kuvan 2.1 osoittamalla tavalla.

Mo

Kuva 2.1: Moodin méirittiminen

Copyright by Tammertekniikka
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2.2.2 Mediaani ja fraktiilit

Mediaani (Md) on ldhinng jérjestysasteikon tunnusluku, mutta sopii myds vilimatka- ja
suhdeasteikoille. Mediaani on muuttujan keskimmainen arvo. Se jakaa siis havaintoaineiston kahtia.

Mediaani on erikoistapaus fraktiileista. p % fraktiili x, on muuttujan arvo, jonka alapuolella on
p % kaikista havaintoarvoista. Fraktiili x, oydetdsn otoskertymafunktion F kuvaajan avulla yhta-
16n F(x,) = p/100 ratkaisuna (kuva 2.2).

%
1001 -
//,‘.
p
75
Fin /
50
25
Q, Md Qg *p

Kuva 2.2: Fraktiilien méarittiminen

Fraktiileista mainittakoon erityisesti kvartiilit:
X,5s = alakvartiili, merkitdén usein Q,

X5o = mediaani Md
x;5 = yldkvartiili, merkitdan usein Q,

2.2.3 Aritmeettinen keskiarvo

Lukujenx, i=1, 2, ..., n keskiarvo

@.1)

®1
i
=
M
=

Samojen lukujen painotettu keskiarvo, kun x;:n painokerroin on 4,

H

n
>,
i=]

=
I

n

DA

i=1
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Luokitellulle aineistolle
k
X Jx,
i=1

X = 5
n

(2.2)

k

missd x; on luokan 7 luokkakeskus, f; vastaava luokkafrekvenssija n = Y J;. Tulos (2.2) voidaan
i=1

kirjoittaa my6s muotoon

k
(2.3) X =3 px,

misséd p, = f,/n = luokan i suhteellinen frekvenssi (analogia otoksen keskiarvon ja satunnaismuut-
tujan odotusarvon vililld).
Keskiarvon laskeminen edellyttda vihintdan vilimatka-asteikon mittauksia.

Keskiarvon ominaisuuksia;

a) Lukujen poikkeamien summa keskiarvosta = 0.
b) Lukujen poikkeamien neliditten summa luvusta @ on pienin, jos @ on lukujen keskiarvo.

Ominaisuuksien todistus on sopiva harjoitustehtiva.

2.2.4 Geometrinen ja harmoninen keskiarvo

Positiivisten lukujenx, 7=1,2, ..., n geometrinen keskiarvo (keskiverto)

2.4) G = Jx,x,-x

ja harmoninen keskiarvo

@9 I

H on siis lukujen x; kiénteisarvojen 1/x; aritmeettisen keskiarvon kéénteisluku. Yleistd kayttod
néilld keskiarvoilla on lghinng indeksilukujen teoriassa; harmonisella keskiarvolla my0s keskino-
peutta kuvattaessa.
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Esim. Matka s ajetaan £ kertaa vakiovauhdeilla v, i = 1, 2, ..., k. Kokonaisaika on tdlloin

ja keskivauhti matkalla ks

eli vauhtien v, harmoninen keskiarvo.

Esim. Suoritusaikojen jakaumalle saadaan:
Mo = 35,45 s (moodiluokan luokkakeskus)
Mo =34,95+3/9- 1,0 s = 35,28 s (interpoloitu kuvasta 1.1)

md=35,2s, Q,=34,4s, Q;=35,9 s (kuvasta 1.5)
X=352s

2.3 HAJAANTUMISLUKUJA

2.3.1 Vaihteluvili

Vaihteluviili R on suurimman ja pienimméan havaintoarvon erotus. Luokitellussa aineistossa
vaihteluvili on suurimman luokan todellisen yldrajan ja pienimmén luokan todellisen alarajan erotus.
Vaihteluvili on siten yleensd suurempi luokitellulle aineistolle kuin ei-luokitellulle.

2.3.2 Kvartiilipoikkeama

Kvartiilipoikkeama
Q3 - Q 1
2

(2.6) Q =

voidaan muodostaa, mikili mittaukset on suoritettu vahintddn vilimatka-asteikolla.
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2.3.3 Keskihajonta ja varianssi

Lukujenx, i=1, 2, ..., n keskihajonta

@.7) o = ‘lfj(xi ~%2.
n =3

Varianssi on keskihajonnan nelio o2,

Jos luvut x; ovat vihintddn vélimatka-asteikkoon liittyvid havaintoarvoja (otos jostain populaa-
tiosta) niin korvataan n luvulla -1 ja merkitién keskihajontaa kirjaimella s.

(2.8) | | \J Z (x, - x)*.

nltl

Luokitellulle aineistolle

missé x; on luokan i luokkakeskus ja f; vastaava luokkafrekvenssi seké n luokkafrekvenssien summa
eli havaintojen kokonaismiiri.
Varianssin lauseke voidaan kirjoittaa muotoon, jossa ei esiinny keskiarvoa X :

Y - L5y

2:__1__
-1

Johto on sopiva harjoitustehtivd. Sama luokitellulle aineistolle

2 _ 1 xz_l )2 |
Lo - L]

Esim. Suoritusaikojen jakaumalle saadaan
R=373s-33,85=3,5 s (luokittelematon aineisto)
R=37955-32,955=5,0 s (luokiteltu aineisto)
O=(359-34,4)s/2=08 s
§s=1,025s
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- 2.3.4 Variaatiokerroin

Variaatiokerroin V' médritellddn vain suhdeasteikolla. Variaatiokerroin on keskihajonnan ja
keskiarvon osaméiiri

V =

%l

Variaatiokerroin on tdten paljas luku. Kiytannossi se ilmaistaan usein prosentteina. Koska 7 on
riippumaton kéytetysta mittayksikosté, niin se on kitevd sellaisissa vertailuissa, joissa mittayksikot
ovat hyvin erilaiset, esimerkiksi vertailtaessa kahden huomattavasti eri painoisen tuotteen painoja-

kaumia.

2.4 VINOUS

Tunnetuin vinoutta kuvaava tunnusluku on Pearsonin vinousmitta Vinous =

Empiirisesti on havaittu, ettd (x - Mo) ~ 3(x - Md).

3 - Md)

Téamén perusteella kiytetddn usein likiarvotulosta vinous =
s

Jakauman sanotaan olevan vino oikealle (positiivisesti vino), jos vinous > 0 eli x > Mo.
Vastaavasti jakauma on vino vasemmalle, jos vinous < 0. Mitd symmetrisempi jakauma on sité
lahempéni nollaa on jakauman vinous.

HARJOITUSTEHTAVIA

2.1 Tunnetaan seuraava luokiteltu tilastoaineisto

luokkakeskus frekvenssi
12,5 3
17,5 7
22,5 16
27,5 12
32,5 : 9
37,5 5
425 2

a) Piirré frekvenssihistogrammi ja suhteellinen summakéayré. Lue kuvista moodi ja kvartiilit.
b) Laske keskiarvo, varianssi ja keskihajonta.
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¢) Laske geometrinen keskiarvo.
d) Laske harmoninen keskiarvo.

2.2 Lukujoukossa on 20 lukua =a, k lukua=a - 2 ja loput & lukua = g + 2. Kuinka suuri tulee luvun
k olla, jotta lukujoukon keskihajonta on > 17

2.3 Madritd luvut x ja y siten, ettd lukujen x, y ja 6 keskiarvo on neljd ja lukujen keskihajonta
mahdollisimman pieni.

2.4 Osotta, ettd
a) lukujen poikkeamien summa keskiarvosta = 0,
b) lukujen poikkeamien neligitten summa luvusta a on pienin, jos @ = lukujen keskiarvo.

2.5 Osoita, ettd lukujenx, i=1,2, ..., n keskiarvo on
n
X =x, + lz (x,-x,), missd x, on ns. véliaikainen keskiarvo. Miten kuuluu vastaava tulos, jos
=
aineisto on luokiteltu?

2.6 Osoita, ettd lukujen keskihajonta ei muutu, vaikka kaikista luvuista vihennetésn sama luku.
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3 KOMBINAATIO-OPPI

3.1 TULOPERIAATE JA SUMMAPERIAATE

Merkitddn m(4) tarkoittamaan joukon 4 alkioiden lukuméiris sekda AxB joukkojen 4 ja B
tulojoukkoa:

AxB = {(a,b)|acANbeB).

Niitd merkint6jd kayttden kuuluu tuloperiaate seuraavasti.

Tuloperiaate:
(3.1) m(AxB) = m(A)m(B)

Esim. Muodostettava kolmen kirjaimen jonot siten, etti

1.kirjain valitaan joukosta {AE} = 4,
2 kirjain valitaan joukosta {H,L,LR} = 4,
3 kirjain valitaan joukosta {A,0} = 4,

Tehtévéni on itse asiassa muodostaa tulojoukon 4,x4,xA4, kaikki alkiot. N#itd on
tuloperiaatteen mukaisesti yhteensd 2+ 3+ 2 = 12 kappaletta. Jonojen muodostamisessa voidaan

kayttad apuna oheista "oksakaaviota".

=i
A T o
ARA

R<g ARO
<3 o
et
ERA

A
R< 0 ERO

Esim. Olkoon E'= {1,x,2}. Silloin £ = ExEx...xE (13 tekijad) ja m(E™) = (m(E))* = 1,6+ 10°
(ilmaisee erilaisten veikkausrivien lukuméaérin).
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Summaperiaate: Jos joukot 4 ja B ovat erilliset eli AnB = &, niin
3.2) m(AuB) = m(4d) + m(B).

Esim. Montako korkeintaan 3-numeroista lukua voidaan mucdostaa numeroista 1, 2, 3 ja 4, jos
sama numero saa esiintyd luvussa a) vain kerran, b) kuinka monta kertaa tahansa?
a) Merkitdédn 4; = i-numeroisten lukujen muodostama joukko. Silloin tuloperiaatteen mukaan:
m(d;)=4-3-2=24
mdy)=4-3=12
m(d,) =4
Kysyttyjen lukujen médrd on m(4;04,0U4,) =24 + 12 + 4 = 40,

b) m(A;UA4,UAd,) =4 + 4% + 4 = 84.

3.2 VARIAATIOT, PERMUTAATIOT JA KOMBINAATIOT

Olkoon BcA ja m(B) = k, m(4) = n (k < n). Jos B kisitetddn 4:n jirjestettyni osajoukkona
(jonona), niin sitd sanotaan 4:n variaatioksi ja jos ei-jirjestettyni osajoukkona, niin kombinaatioksi.
Jos variaatioita muodostettaessa otetaan mukaan kaikki 4:n alkiot eli valitaan & = », niin saadaan A:n
permutaatiot. Joukon permutaatio on siis miké tahansa joukon kaikista alkioista muodostettu jono.

Esim. Olkoon 4 = {a,b,c}.

A:n kaksittain otetut variaatiot: (a,b), (b,a), (a,c), (c,a), (b,c), (c,b)
ja kaksittain otetut kombinaatiot: {a,b}, {a,c}, {b,c}.

A:n permutaatiot: (a,b,0), (a,c,b), (b,a,c), (b,c,a), (c,a,b), (c,b,a).
Lause 3.1: n erilaisen alkion joukolla on

(3.3) (n)k =nn-1)n-2)-(n-k+1) = n!

(n-£k)!

kappaletta k:ttain muodostettuja variaatioita.

" Tod. 1. alkio voidaan valita » eri tavalla,
2. alkio voidaan valitan - 1 eri tavalla,

k. alkio voidaan valita # - £ + 1 eri tavalla.
Tuloperiaatteen mukaan variaatioita on n(n-1)...(n-k+1) kappaletta.
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Valitsemalla lauseessa 3.1 & = 7 saadaan
Lause 3.2: n erilaisen alkion joukon permutaatioiden lukuméiri on n!.

Lause 3.3: n erilaisen alkion joukolla on

nl| _ n!
3.4 (k)  H(n-k)!

kappaletta £:ttain otettuja kombinaatioita.

Tod. Lauseessa 3.1 laskettiin variaatioiden lukumééra (r),. Ne variaatiot, joissa on tasmélleen
samat & alkiota muodostavat kuitenkin vain yhden kombinaation. Tallaisia samat % alkiota sisaltavia
variaatioita on lauseen 3.2 mukaan 4! kappaletta (%:n erilaisen alkion erilaisten jonojen mair). Siis
kombinaatioiden lukuméiri on

nl

(n) _ )y _ (m-B _ n!
k k! ki K-k

Esim.1. Montako Suomen lipun kaltaista ristilippua saataisiin vain vireji vaihtamalla, jos kiytettivissi

on 6 erilaista viria?
Kyseessd on kuuden alkion kaksittain otetut variaatiot, joita on 6- 5 = 30 kappaletta.

Esim. 2. Kutsuille osallistui kaikkiaan 6 henkil6s, jotka kaikki kattelivét toisiaan. Kuinka monta
kattelyd suoritettiin?
Erona edelliseen on nyt se, ettd kahden alkion osajoukot tulee kasitti ei jérjestettyind joukkoina.
6!

Kyseessé on siis kombinaatioiden lukumééra ( S] = il =15

3.3 BINOMIKAAVA JA PASCALIN KOLMIO

Potenssin (a+5)" kehitelmdssa termin a*b**:n kerroin on ( Z) , silld (a+b)" voidaan kisittds
tulona:

(a+b)"=(a+b)a+b)..(a+b) (ntekijii)
ja kerrottaessa on & tekijastd otettava a ja lopuista n-k tekijistd b. Tillaisia valintoja on juuri # alkion

k:ttain otettujen kombinaatioiden lukumaééra eli Z . Niin saadaan binomikaava

k=0

(3.5) (a+ by = Z(Z) akpm,
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Erikseen on sovittava, ettd 0l = 1ja 11 = 1.

Lause 3.4: Binomikertoimet Z toteuttavat ehdot

o(2) (%)
o8] (i) ()

c) ZI;(ZJ = 2"

Todistus on sopiva harjoitustehtivi.
Lauseen 3.4 kohtaan b) perustuu Pascalin kolmion kéytts binomikertoimia méaritettiesss.

11

1 21

1 331
14 6 41
15 10105 1

Esimerkiksi viidennen vaakarivin kolmas alkio ; = 10 saadaan laskemalla yhteen neljinnen

rivin toinen ja kolmas alkio ( ‘11) + [ ;) =4+6=10.

Lauseen 3.4 kohdan ¢) mukaan binomikertoimien summa kiinteslld 7:114 on 2". Joukko-opilli-
sesti tulkittuna tdmé merkitsee sité, ettd » alkion joukon kaikkien osajoukkojen lukumééra on 2.
Mukaan on téll6in luettu myos tyhjd joukko ja joukko itse.

Esim. Kuudesta eriarvoisesta lantista voidaan muodostaa 2°- 1 = 63 erilaista rahasummaa.

HARJOITUSTEHTAVIA

3.1 Montako erilaista lyontijarjestystd voidaan laatia 9 pelaajan pesapallojoukkueelle? Enti, jos
paras ly6jé lyo neljantend?

3.2 Yhdistelmilukossa on kolme numerolevy, joissa kussakin on 12 valintamahdollisuutta. Lukko

avautuu, kun kuhunkin levyyn on valittu oikea vaihtoehto. Kuinka kauan enintdén lukon avaaminen
kokeilemalla kestdisi, jos kunkin vaihtoehdon kokeilu vie noin 3 sekuntia?

3.3 Kuinka monta sellaista rekisterilaattaa on olemassa, jossa on kolme kirjainta ja enintd4n kolme-
numeroinen luku? Kéytettavissa on 26 kirjainmerkkid. Kaikki luvun numerot eivit saa olla nollia.
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3.4 Laatikossa on 4 punaista ja 6 sinistd palloa. Kuinka monella tavalla voidaan laatikosta valita
a) kolme palloa, b) kolme sinistd palloa, c) kolme palloa, joista yksi on punainen ja kaksi sinist4?

3.5 Tehtaassa on henkildiden hakulaitteena valotaulu, jossa kukin viidestd lampusta voi toisistaan
riippumatta palaa. Montako erilaista kutsua voi télld laitteella saada, kun tapausta, jolloin miké4n
lamppu ei pala, ei katsota kutsuksi? Jos kullekin lampulle sallitaan kolmantena vaihtoehtona
vilkkuminen, niin mik4 on télldin erilaisten kutsujen lukumaésra?

3.6 Kuinka monta sellaista veikkaussaraketta on olemassa, jossa on a) 7 ykkostd ja 6 kakkosta, b) 3
ykkostd, 4 ristid ja 6 kakkosta, c) tdsmilleen 10 ykkostd?

3.7 Viidestd naisesta ja kahdeksasta miehestd on valittava komitea, jossa on 2 naista ja 3 miesti.
Monellako tavalla komitea voidaan valita, jos a) muita rajoituksia ei aseteta, b) erdsti tietty naista
el voi valita ja erds tietty mies on valittava?

3.8 Tarkastellaan jonoja, joissa on kahdeksan kappaletta merkkejd O ja 1 (esim. 10001100).

a) Montako erilaista jonoa on olemassa? Montako jonoista on sellaisia, joissa on b) 5 nollaa ja kolme
ykkost4, ¢) ainakin viisi nollaa?
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HARJOITUSTEHTAVIEN TULOKSIA

2.1 a)Mo=23,5;0,=21,1; Md=25,4; 0,=31,4
b) x=26,2; s=734 c)25,2 d)24,1

22 k>4

23 x=y=3

3.1 362880;40320

32 1,44h |

3.3 1,76 107

3.4 a)120 b)20c)60

3.5 31,242

3.6 a) 1716 b) 60060 c) 2288

3.7 a)560b) 126

3.8 2)256 b) 56 c)93

4.1 2/9

4.2 a)0,016 b) 0,984

4.3 a)1/3 b)2/5

44 0,416

4.5 0,575

4.6 0,024;0,188; 0,452; 0,336

4.7 a)10* b)3,97- 10°

4.8 0,94

4.9 a)0,0356 b) 0,0440

4.1 0,491

4.12 0,90

51 p(x)=(6-b-70/36,x=23, .., 12, u="70=241

52 px)=Qx-1)/36,x=1,2,..,6,u=447,0=140

53 p=021
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55 0417

5.6 4/9

57 c¢=1/2, u=mn/2, p*=7%4-2
5.8 E(X)=4/3, Var(X) =2/9

59 a)l b)2

3
510 a) \J—% b0

61 b)0,568 c)yp=35;,0=1,58

6.2 0,377

63 P(4)=0,603

64 a)p=1440>=1267 b)u=144;0*=1,12
6.6 a)0,978 b) 0,977

6.7 0,62

6.8 0,122

6.9 370

6.10 2,5- 107

6.11 0,469

6.12 0,78

72 p=5min, P=0,2

7.4 a) 0,050 b) 0,747

7.6 0,9544: 0,8493

7.7 a)0,5328 b) 4,07

(Tehtévissd 7.8 ... 7.12 ja 8.3 ... 8.4 on huomioitu jatkuvuuskorjaus)
7.8 )0,62b) 116 cm

7.9 2)57,0% b)0,0%

7.10 5,0%

7.11 34,7 mm; 0,48 mm

712 0,62

8.1 E(T)=225; Var(T)=22,9; E(X)=4,5, Var(X )= 0,917
8.2 a)l136,2kg; 1,44kg b)136,2kg; 0,29 kg
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83 7
8.4 a)82% b)97%
8.5 0,94

10.1
10.2
10.3
10.4
10.5
11.1
11.2
11.3
11.6
11.7
11.8
11.9

59

[11,986 g;12,074 g]

[5,26:5,38]

[2,64:3,76]

2) 95,5 % b) [0,50;0,56]

H,: u= 10,0 N/mm?” ei voi hyl4ta
a) ei ole mahdollista b) on mahdollista
ei ole mahdollista

kylla

A on parempi pelaaja

Viite el pidd paikkaansa

a) eivit eroa b) ei ole

11.10 a)onb) ei ole

12.1
12.2
12.3
12.4
12.5
12.6
12.7
13.1

13.2
13.3
13.4
13.5

[0,82;1,36], ei ole

x*=0,29; on norm.jak.

x> = 4,82; on Poisson-jakautunut
x*=7,35; ei ole sama alttius
Poikkeavat, x*= 8,3

x> = 8,74, frekvenssit yhtyvit, 1,4 %
ei ole eroa, x*=2,6
a)y=-752+0,845x b)y=118,4+0,748x
d) poikkeaa e)[0,24;0,96]
y=1,92e%%

y=-1,28¢2+ 7,42 + 0,09

y=498 +1,89%

a=1,40; b =16000

c) 0,82
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