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10.1

MATRISILASKENTA

PERUSMAARITELMIA

Suorakulmion muotoon jérjestetty m-n luvun kaavio

An A12 e Aln I An Alz e Ay ]
AZI Azz B A2n . A21 Azz T AZn

: : : tal : : . :
Aml Am2 o Amn _Aml Amz e Amn J

Kaarisulkujen sijaan kéytetaan myos hakasulkuja matriisin alkioiden ymparilla.
on mxn-matriisi. Luvut 4;;, 4y,,.., 4, ovat matriisin alkioita. T4ss4 matriisissa

on m riviéi (vaakarivid) ja »n saraketta (pystyriviii). Matriisin sanotaan olevan kerta-
lukua mxn.

Matriisin alkiot A,-j indeksoidaan siten, ettd

e ensimmiinen indeksi 7 ilmoittaa rivin

e toinen indeksi j sarakkeen.

Alkiot voivat olla reaali- tai kompleksitukwja. |

Esim. 10.1 Matriisi (1 3 ) 5) on kertalukua 2x3, sill4 siind on 2 rivid ja 3 saraketta:

10.2

Matriisin kaavioesitys korvataan usein seuraavilla merkinnoilla:
A=\4;) .,

Amxn = (Ai' )
A= (A,-j), kun kertaluku mx» on muuten selvi.

- Kaksi matriisia ovat yhtdsuuret, jos ne ovat samaa kertalukua ja niiden vastinalkiot
ovat yhtdsuuret;

A=B & Aij = B,.j kaikilla i, j

MATRIISITYYPPEJA

Neliomatriisi on matriisi, jossa rivien ja sarakkeiden lukumaira on sama eli matriisi,
joka on kertalukua nxn, jollain n. Nelidmatriisin padldvistdji on matriisin vasemman
ylénurkan ja oikean alanurkan vilinen vino rivi. P44lavistija muodostuu siis alkioista
A11> A22""> 4 nn-

Neliomatriisia, jossa nollasta eroavia alkioita on ainoastaan paildvistdjalld, sanotaan
lidvistdjdmatriisiksi eli diagonaalimatriisiksi. Livistdjamatriisille kdytetasin usein yk-
sinkertaista indeksointia ja seuraavaa merkintas:
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4 0 0 - 0

0 4, 0 - 0
A=) " .| =l 4y, 4,4, ]

0 0 0 - 4,
Yksikkomatriisi 7, tai E, on nxn-lavistdjdmatriisi, jonka kaikki ldvistajdalkiot ovat

ykkosid. Kéytetdan myos merkintdd I tai E, kun kertaluku on muuten selvi. Siis

o L, josi=j )
E=1I= (5,-]-), missd 8, = 0, josi# j (Xroneckerin delta).

Esim. 10.2

Nollamatriisissa ¢  kaikki alkiot ovat nollia.

Matriisia, jossa on vain yksi sarake, sanotaan pystyvektoriksi. Pystyvektoria merki-
tadn alaviivalla.

X=

X

h
Vaakavektori on matriisi, jossa on vain yksi rivi:
@ 5 o T)

Avaruusvektorit a i + ayj+ak =a.i+a,j+a,k voidaan samaistaa

ay

joko kolmirivisten pystyvektorien kanssa: a, i+ a,j+ak=|a y

a;

tai kolmisarakkeisten vaakavektorien kanssa: a i + a,j+ak = lax a, aZJ

Tasovektorit a,i+ a, j voidaan vastaavasti samaistaa

a
joko kaksirivisten pystyvektorien kanssa: a, i + a, Jj= (ax)
y

tai kaksisarakkeisten vaakavektorien kanssa: a i +a yJ = (a x4 )
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Laskin T1-89:

> Matriisi syétetddn hakasulkujen véliin; alkiot erotetaan pilkulla, rivit puolipis-
teelld:

2 -1 3
Esimerkiksi matriisi (3 0 SJ sy6tetasin seuraavasti: {2, -1, 3; 3, 0,5].
>  Sisdisesti matriisit esitetdédn hakasulkujen vilissa siten, ettd rivit on hakasulkujen

sisalla.
Esimerkiksi yll4 oleva matriisi on muotoa [[2, —1, 3][ 3, 0,51]

A\

Vektorit esitetddin vaakavektoreina.

> Matriisin alkioihin viitataan ilmoittamalla hakasuluissa alkion, rivi- ja sarakein-
deksi: esim. a1,3].

» Matriisilaskentaan liittyvid operaatioita 16ytyy komennolla 2™ MATH:
4:Matrix. Yleisimmin kaytetyt matriisilaskennan komennot lienee paras sijoit-
taa omaan Custom-valikkoon.

> Yksikkomatriisi £, maéritetddn funktiolla identity(n).

> Lavistdjamatriisi voidaan muodostaa komennolla diag(list), missd list l4vistdja-
alkioista muodostettu lista: esim. diag({1, 2, 5})

>  mxn-satunnaismatriisi muodostetaan funktiolla randMat(m,n). Témén matriisin
alkiot ovat kokonaislukuja valilla -9 ... 9.

10.3 LASKUTOIMITUKSET

Matriiseille voidaan ma4ritella laskutoimitukset, jotka muistuttavat vastaavia
lukujen laskutoimituksia. Laskutoimituksia rajoittaa matriisien kertalukujen yh-
teensopivuus.

10.3.1 Matriisin kertominen luvulla

Matriisi A= (A,.j) kerrotaan luvulla £ siten, ettd jokainen alkio kerrotaan télla

luvulla;
kA= Ak = (kd; ). -

Matriisin vastamatriisi maaritellddn seuraavasti:
—A=(- I)AA

, 2 08) [ 04-2 04-08) (08 032
Esim. 10.3 0,4 =| 1=
-1 0) \04-(-1) 04-0) (~04 O
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10.3.2 Yhteen- ja vihennyslasku

Matriisien yhteen- ja vahennyslasku on mééritelty, jos matriiseilla on sama ker-
taluku. Yhteenlaskussa vastinalkiot lasketaan yhteen; vdhennyslaskussa vas-
tinalkiot vahennetaén.

Kahden mxn-matriisin A = (A,‘j) ja B= (B,J) summa ja erotus méadritellaén siis

seuraavasti:
A+B=(4,+B,)
Esim. 10.4 L T
(202 2) (342242 1+2) (5 4 3)
45 6) (1-2.3) (4+1 542 6+3) (5 7 9)
2|

10.3.3 Kertolasku

Kaksi matriisia voidaan kertoa keskenain, jos kertojassa on yhtd monta saraket-
ta kuin kerrottavassa rivejd. Kertolasku méadritellaén seuraavasti:

Olkoon A = (A,.J-) kertalukua mxkja B = (B,-j) kertalukua kxn oleva matriisi. T4lloin tulo 4B on
kertalukua mx» oleva matriisi C = (C’ y-), jonka atkiot lasketaan seuraavasti:

k
Cy=4nBy;+ 4By, +++ + Ay By = ZAisst

§=]

Tulossa AB on siis
o yhtd monta rivid kuin matriisissa 4
o yhtd monta saraketta kuin matriisissa B

Tulon iinnen rivin ja j:nnen sarakkeen alkio on A:n Z:nnen rivin ja B:n j:nnen sa-
rakkeen vastinalkioiden tulojen summa.

2 3 4 "1-3+2-1 14422 5 8 ‘
Esim. 10.5 4 5( 2}: 4.3+5-1 4-4+5.2|={17 26
3.3+6-1 3.4+6-2 15 24

—
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=3 =2 0 0)

1 2 -1 -4 =8 12 =2
Esim. 10.6 A 0 -1 7 1= .
35 4 —5 5 43 -5

1 4 2 0
Tulon 1.rivin ja 3.sarakkeen alkio on laskettu se{Jraavasti:
Ci3=10+2.7+(-1)-2=12
Tulon 2.1ivin ja 4.sarakkeen alkio on laskettu seuraavasti:
Cyy =3-0+5-(-D+4.0=—

Koska mxn-matriisin ja #x1-matriisin tulo on mx 1-matriisi on matriisin ja pys-
tyvektorin tulo pystyvektori: :

4, 4, - A4, )X A Xy + Ap Xy +0+ 4, X,
AX = Ay Ay o Ay, | X, _ Ay Xy + Ay Xy +oo+ A4y, X,
Aml AmZ Amn Xn Alel +Am2X2 +- +AmnX

Seuraavassa on esitetty matriisien laskutoimitusten ominaisuudet.

Olkoot A4, B, C ja yksikkomatriisi I kertaluvultaan sellaisia matriiseja, joille
merkityt laskutoimitukset voidaan muodostaa. T4ll6in on

A+B=B+ A4
(A+B)+C=A+(B+C)
(AB)C = A(BC)
A(B+C)= AB+ AC

(A+ B)C = AC + BC

Id=AI = A

k(AB) = (kA)B = A(kB), (k skalaari)

NS kAW N

Liiténtélakien ansiosta matriisien tulo ja summa voidaan kirjoittaa ilman sulkuja
esim. ABC ja A+ B+C. Neliomatriisin 4 kertominen itsellisn ilmaistaan

eksponenttimerkinnalli:
kkpl
k
A" =A4A4---A.

Matritsitulosta on huomattava seuraavat erikoispiirteet:
s matriisitulo ei ole vaihdannainen: yleensi AB # BA

« matriisitulo ei noudata tulon nollasdcdntéd: tulo AB voi olla nollamatriisi 0,
vaikka A= 0 ja B#0.
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10.4 SOVELLUKSIA

10.4.1 Kustannusten midrittiiminen

Yritys valmistaa tuotteita A,

B ja C. Tuotteet kootaan kolmenlaisista komponen-

teista a, b ja c, joita tarvitaan seuraavat ma4rat:

a b ¢
Al5 3 4
Bi2 3 1
Cl3 4 6 '
Kunkin komponentin valmistamiseen
tarvitaan ~ neljdd I I @ v ‘aacka-ainetta ], I1, III, IV seuraavat
maardt  (yksikko esim. kg):
a |3 0 1 4
4.1 3 2
cj4 2 0 1

Raaka-aineiden yksikkohinnat ovat (yksikko esim, mk/kg):

I 119
I {68
I {91
IV |53
Naistd voidaan muodostaa kolme matriisia;
5 3 4
» Komponenttimatriisi K =12 3 1
3 4 6
3 01 4
»  Raaka-ainematriisi R=]4 1 3 2
4 2 0 1
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119
e Hintamatriisi H = 68
91
53
Kéyttden matriisien kertolaskusaantsd havaitaan, ettd
660
o Tulo RH =| 923 | antaa komponenitien a, b ja c materiaalikustannukset pysty-
665
vektorina
43 11 14 30
e Tulo KR=)22 5 11 15 antaa tuotteiden A, B ja C valmistamiseen tar-
49 16 15 26
vittavat raaka-ainemddrdt siten, ettd riveilld ovat tuotteet ja sarakkeilla raaka-
aineet.
8729
* Tulo KRH =| 4754 | antaa tuotteiden A, B ja C materiaalikustannukset pysty-
9662
vektorina.

Laskin TI-89:
» Matriisien laskutoimitukset muodostetaan luonnollisella tavalla kayttden merkkeja +, —, *, /.

Harjoitustehtivii
10.1 Olkoot

+ 3 3 4 3
A: g y > B: 2 C: 3
-2 x-y -3 1 -2 1

Voidaanko luvut x ja y valita siten, ettd a) A= B b) A=C?

-2 1 0 -1
10.2 Olkoot A4 =( 3 5) ja B = (1 4 ) Maarita 24+ 3B sekd A— B
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1-i 5 i
'10.3,0lkootA=(O . _J.Méiﬁritéi(Hz’)A.

10.4 Suorita kertolaskut

(4 2)(0 1 -3)
a)
3 1023 5

1 3 5Y1
b) 0 2 -1]-3
-2 1 4 -1
10.5 Suorita kertolaskut
(2 0 1Y 3
a) |—-1 3 5})-5
L0 1 47
(-1 4 2Y5 1 -1
b) {3 0 -3)-2 1 3
2 1 00 2 5
4
10.6 Olkoot A=(1 -5 3)jaB=|3]|
2
Madrita AB ja BA.
(1 0,5)_ (—1 —2)
10.7 Olkoot 4 = ja B= :
2 1 2 4
Marita AB ja BA.

10.8 Osoita, ettd kaikille 3x3-matriiseille on voimassa I4A = Al = A.
2 1 . 2 . 3
10.9 Olkoon A = 3 1) Madrita A” ja A°.

10.10  Olkoot

1
1 2 3
A= , B=|4], C=(1 0 2)

-1 0 2 ;

Laske seuraavista tuloista ne, jotka ovat médriteltyja. AB, BA, AC,CA, BC,CB.
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10.11 Olkoot

Al Bl Bl
D=[D,D,,D;]ja A=\ 4, B, B,
AB B3 B3

Madrita tulot DA ja AD. Esits tulos sanoin.
10.12  Osoita, etti

(4+B)* =A%+ AB + BA+ B®

10.13  Mills ehdolla A% — B? = (4+ B)(4 - B)?
10.14  Olkoon

A4 0 0
A=10 4, 0
0 0 X4
ja F(x) jokin x:n polynomi. Osoita, ettd
A o0 o) °
a) A=l 0 A, 0| x=123,.
0 0 A
F(a,) 0 0
by F4)=| 0 F(1,) 0
0 0  F(4)

10.5 MATRIISIN OSITTAMINEN

Matriisin osituksessa matriisi jactaan vaaka- ja pystysuunnassa osiin, joista kukin
muodostaa matriisin,

Tiéssé esitetddn vain matriisin ositus pystyvektoriensa avulla.

Olkoon
All A12 Aln
-
Aml Am2 Amn
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Merkité4n matriisin A pystyvektoreita

All A12 Alﬂ
11— : s L2 — : yeaey Lhyy =
Aml AmZ Amn

Talloin matriisi A voidaan esittdd pystyvektoriensa avulla ositetussa muodossa
A=(4, 4, -~ 4,)

X

X
Olkoon nyt X = ,2 nx1-pystyvektori. Lasketaan tulo

Au A Ay X A Xy + Ap Xy +000+ 41, X,

A Ay o Ay | X | | X+ Ay X e+ 4y, X,
AX =] . . . L= .
Aml Am2 Amn X, AleI +’4;722‘}(2 +'”+Aman
4y Apy Ay,
_ Ay Ay N
=Xy |H X U e X U =X A+ X4, 4+ XA,
Aml Amz Amn
Esitystd X) Ay + Xy Ay+-+ X, A, sanotaan vektoreiden A4, A,,..., A, lineaari-
kombinaatioksi.
Voidaan siis todeta, ettd marriisin ja pystyvektorin tulo on matriisin pystyvektoreiden
lineaarikombinaatio:
X

X .
(AI 42 :’in) -2 :X141+X242+"'+Xn-4n

X

n

Usein matriisin ja pystyvektorin tulo kannattaa hahmottaa tall4 tavalla.




Matriisilaskenta

93
2 2 3
Esim. 10.7 Olkoon A={0 1 2|
31 -1
X 2 2 =3)x 2 2 -3
Tallsinon A y|={0 1 2 |y|=x{0|+y1|+2 2 |.
z)] {3 1 =1z 3 1 ~1

10.6 MATRIISIN TRANSPOOSI

Matriisin 4 = (A,-j )mxn transponoitu matriisi eli transpoosi on

T .
A = (ij)nxm , Jossa By = A,

Matriisin transponoinnissa muutetaan siis rivit sarakkeiksi tai sarakkeet riveiksi jirjes-

tys sdilyttéden.
. (3.7 2\ R SRR R S
Esim. 10.8 : =7 81| I
6 8 15 L '
e 7 ~A——2 1‘5.__&-

Pystyvektorin transpoosi on vaakavektori ja vaakavektorin transpoosi on pystyvektori:
X 1
X 2

X= =>X"=(X, X, - X,)

X
Neliomatriisi A on symmetrinen, jos AT =4 Symmetrisen matriisin alkioille patee
Ay = Ay kaikilla i ja ; eli alkiot sijaitsevat symmetrisesti paalavistdjan suhteen.

1 2 -3
Esim. 10.9 | 2 -4 5| onsymmetrinen. -
3 5 0

Seuraavassa on esitetty matriisin transponointiin liittyvid tuloksia.

Olkoot A ja B kertaluvultaan sellaisia matriiseja, ettd merkityt laskutoimitukset voi-
daan muodostaa. Tall6in on
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p—t

= W

(a7 ) =4

2. (4+B) =47 +BY

. (k) =kA”, (% skalaari)
. (4B) =BT 4"

Laskin TI-89:
> Matriisin transpoosi muodostetaan komennolla 2" MATH: 4:Matrix: 1:”
» Pystyvektori voidaan sy6ttad laskimeen vaakavektorin transpoosina.

Bsim. 1010 - {135 o

Harjoitustehtivii

10.15

10.16

10.17

10.18

10.19

10.20

-3 1 4
Olkoon A={ 0 2 3.
5 -7 1

a) Osita matriisi 4 pystyvektoriensa avulla. Mitkd ovat pystyriviosituksen pysty-
vektorit?

b) Osita matriisi A vaakavektoriensa avulla. Mitki ovat vaakariviosituksen vaa-
kavektorit?

Osoita, ettd jos 4 ja B ovat symmetrisid matriiseja, niin A+ B on symmetrinen
matriisi.
Olkoon A nelidmatriisi. Osoita, ettd matriisit 447, AT A ja A+ AT ovat
symmetrisid matriiseja. < :
Olkoon A= [_A; A, - A ,,] matriisin A pystyriviositus. M#érita matriisin
AT vaakariviositus.

B/
Olkoon A = [41 A, 43] pystyriviositus ja B=| B 2T vaakariviositus. Muo-

T

B,
dosta matriisitulo BA. (4 ja B ovat neli6matr.)
Olkoon A n-neliomatriisi ja X n-pystyvektori. Mitd kertalukua on matriisi

X7 AX 7 Maarits X7 AX, kun

A A
{f L)
Ay Ay Y
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10.7 MATRIISIN DETERMINANTTI

Jokaiseen neliomatriisiin liittyy luku, jota sanotaan determinantiksi.

A A
Kaksirivisen matriisin [ H 12) determinantilla tarkoitetaan lukua

21 A
Ay Ay
Ay Ay
Yleisesti determinantin arvo voidaan laskea kehittamall se jonkin rivin tai sarakkeen

suhteen.
Olkoon A4 = (A,-j) nelidmatriisi. Alkion A alideterminantti D, saadaan poistamalla

det(A):sta i:s rivi ja jis sarake. Alkion 4;; komplementti on

= A11A22 - A21A12-

C, =(-1)"p,.
Etumerkki (1) on helppo ottaa seuraavasta merkkikaaviosta
+ - +
- 4 -
+ - +

Determinantin kehittimisell4 /:nnen rivin suhteen tarkoitetaan lauseketta

n
> 4 Cy = ACiy + A Crp -+ A, Gy
k=1
ja determinantin kehittdmiselld j:nnen sarakkeen suhteen tarkoitetaan lauseketta

n
;A]gclg —“—AUC'U +A2]'C2j +'~°+AnjC'nj.

Voidaan osoittaa, etti kaikkien ndiden lausekkeiden arvo on sama, matriisin 4 de-
terminantin arvo. Matriisin 4 determinanttia merkitian det(4) tai ]A] Kaaviona
esitetyn matriisin determinanttimerkint saadaan korvaamalla kaarisulut pystyviivalla,




Matriisilaskenta 96

2 5 —4) .
Esim. 10.11 Lasketaan matriisin 4=|1 -1 2 | determinantti kehittimalis se ensim-.
NN A e

mdisen vaakarivin suhteen;

2 5 -4 TP
1 -1 2 ,;—.42’ ; I_S{ 20
" a 4 =3 )3

3 4 -3 |

=26~ 8)~5(~3—6)~—4(4+ 3)-

Determinantti kannattaa kehittaa sellaisen rivin tai sarakkeen suhteen, jossa on mah-
dollisimman paljon nollia:

Esim. 10.12  Seuraava determinantti kéhife‘tti@ tolsenpystymvmsuh e
14 2 22| : 6 I

Seuraavassa on esitetty joitain determinantin ominaisuuksia.
1. Determinantin arvo sdilyy, jos
vaakarivit vaihdetaan jirjestys siilyttden pystyriveiksi.

.
» jonkin rivin alkioihin lisétd4n toisen rivin alkiot vakiolla kerrottuna.
2. Determinantin arvo muuttuu vastaluvukseen, jos

o  kaksi rivid vaihdetaan keskeniin.

3. Determinantin arvo on nolla, jos

o jonkin rivin kaikki alkiot ovat nollia
determinantissa on kaksi samaa rivii.

4. Jos determinantin jonkin rivin alkioilla on yhteinen tekijd, voidaan se siirtad tekijaksi
koko determinantin eteen.

5. Jos determinantin jonkin rivin alkiot ovat kahden luvun summia, voidaan determinant-
ti kirjoittaa kahden determinantin summana.

by by

Ay Ay

a+byy ay,+b a a
Esim. 10.13 nFo Gyt 1an 2, _

ay) a a4y axp
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Kohdan 1 perusteella voidaan eo. ominaisuuksissa sanan "rivi" korvata sanalla

"sarake".

Voidaan osoittaa, ettd matriisien tulon determinantti on determinanttien tulo:

det(AB)= det(A)det(B)

Jos 4 ja B ovat nxu-nelidmatriiseja, niin

Laskin TI-89:

> Matriisin A determinantti lasketaan komennolla det(d).

Harjoitustehtivii

Laske determinantit

5 -6
10.21 a)
8 10
2 3 4
10.22 a) -2 =11
‘ 5 3 2
i1 dip Q3
10.23 O azz a23
0 0 ax
-2 0 8 5§
10.24 -b2
' 7 6 2
1 0 2 3

10.8 KAANTEISMATRIISI

b)

b)

1-x -x
x l-x
3 15 7
0 3 0

-3 2

Kéanteismatriisilla on matriisilaskennassa sama merkitys kuin kdanteisluvulla algeb-
rassa. Kédnteismatriisilla kertomista voidaan pitda matriisilla jakamisena.

Neliomatriisia 4 sanotaan ei-singulaariseksi, jos on olemassa samaa kertalukua oleva

matriisi B siten, ettd
AB=BA=1.
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Matriisia B kutsutaan matriisin A kifdnteismatriisiksi eli inverssiksi ja sille kiytetidn
merkintas 47"
Jos matriisilla A on kdanteismatriisi, niin
Ad7 =T,
Ottamalla determinantti puolittain, saadaan
det(A)det(4™ )= det(44™ )= det(r)=1.
Siits det(A4)= 0. Tamé patee kaanteisestikin:

Matriisilla A on ké#nteismatriisi eli matriisi on ei-singulaarinen jos ja vain jos
det(4)=0.

Voidaan osoittaa, ettd seuraava pitee:

Olkoot A ja B ei-singulaarisia matriiseja. T4lléin A7 4T ja AB ovat ei-singulaarisia
ja

1. (4 =4
2. (4B) ' =B7l47!

5 )" =

Harjeitustehtivid

Laske kaanteismatriisi.
4 0 0
10.25 0 50
0 0 3

2 5
10.26
3 7
5 10
10.27
-8 6
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10.28  Tarkista laskimella, onko

200 30 0
2) 130 =41 2 o

s 4 1) °lo11 -8 6

51 2)" (04 02 -06
b) 1 4 2] =l 02 06 -08

2 2 2 ~0,6 —-08 19

1029  Osoita, ettd jos 4 ja B ovat ei-singulaarisia matriiseja, niin tulo AB on ei-
singulaarinen ja (AB)"1 =Bl47!.

10.30  Osoita, ettd symmetrisen matriisin inverssi on symmetrinen.

10.9 ADJUNGOITU MATRIISI

Matriisin inverssi voidaan muodostaa ns. adjungoitua matriisia kayttien.
Jos neliomatriisissa A = (A,j) alkiot korvataan komplementeilla C, = (-1)"/ D, (vt.
kappale 10.7) ja saatu matriisi transponoidaan, saadaan matriisin 4:n adjungoitu
matriisi
Cn Cp - G
' Cyi Con o C
adj(d)=| 2 T2 2n
Cnl Cn2 Cnn
Nyt pitee seuraava tulos:
Jos det(A)# 0, niin
A=t
det(A4)

Tétd menetelmédd kannattaa kdyttdd vain pienille matriiseille (kertaluku 2). Isomman
mairiisin inverssi on syytd muodostaa toisella tavalla. Kdytannésss inverssi lasketaan
tietokoneilla tai laskimilla.

adj(A).
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Ay A,
o nverssi eo. menetelmalld.
an Ay B L '

Esim. 10.14 Madritetddn 2x2-matriisin 4 = (

Lasketaan ensin
det(d)=dydy — oy
Ay — Ay Ay —A\T L |
adj(A)_:(- 2 21) ___( 22 12)
T e Ay oy g
Jos det(4)=0, - R

niinA™! = I f Aiz ;—1.4124  ; 
det(d){~ 45 4y ) -

G

det(4)=2-4-3-1=5

o4 STy _(os _O2) e
5(-3 2) {-06 04)

Ei-singulaarisen ldvistajamatriisin inverssi on helppo muodostaa: otetaan livistajaal-
kioiden inverssit.

(A, Ay dy =T a7 4,70 4,7

Esim. 10.15 A

Il

Laskin T1-89:

» Matriisin A kiinteismatriisi on A~".

10.10 LINEAARINEN YHTALORYHMA

Tarkastellaan lineaarista yhtdloryhmi4, jossa on m yhtilsd ja n tuntematonta
Ay X +apX, +tay,x, = b
Ay Xy +UpXy + 2+ ay,%, = b,

A X, + Xy +oota,, x, =0

m nnTn
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10.11

missi X, X,,..., X, ovat tuntemattomia ja suureet a; ja b, ovat tunnettuja. Yhtaloryh-
mi voidaan esittdd matriisimuodossa seuraavasti:

AX =8B, (*)
missi
aip dip vt Gy X1 b,
dyy Gp ' Iy X9 b,
A=| " - TLX=]" L B=| |
Aui Qma " A Xy bm

Matriisia A sanotaan yhtaléryhman kerroinmatriisiksi.
Yhtaloryhmaa sanotaan neliélliseksi, jos tuntemattomia on yhtd monta kuin yhtaloita.
Neliollisen yhtaléryhmén kerroinmatriisi on neliomatriisi.
Yhtaloryhmas sanotaan homogeeniseksi, jos oikean puolen vakiot b, ovat nollia. Yh-
talé (*) on siis homogeeninen, jos pystyvektori B ={. Homogeenisen yhtaloryhméan
matriisiesitys on siten

AX=0.

NELIOLLINEN YHTALORYHMA

Olkoon #:n yhtalén z:n tuntemattoman neliéllinen yhtdléryhma annettu matriisimuo-
dossa

AX=B. (¥
Kerroinmatriisi A on »-nelidmatriisi. Jos det(A);t 0, niin matriisilla 4 on k#4nteis-

matriisi A7'. Kerrotaan nyt yhtalo (*) puolittain kddnteismatriisilla ja padtelladn seu-
raavasti:

A (4X)=A4"'B
(4A)x = a7 B
IX=A"'B
X=A4"B
Ratkaisu voidaan siis esittdd matriisitulona A"IQ .

Esitetddn tulos tdsméllisesti:

Neliollisella yhtdloryhmalla
AX =B

on 1-kisitteinen ratkaisu jos ja vain jos det(A) # (. Tam4 ratkaisu on

X=A"'B
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Kaytdnnossd tdtd menetelmad ei kannata kayttad ellei kddnteismatriisi ole tiedossa.
Nopeampi tapa on ratkaista yhtaloryhmét Gaussin menetelméilld. Erdissd ohjelmissa
(mm. Excel) ratkaistaan yhtiloryhmét kuitenkin téll4 periaatteella.

Esim. 10.16 Ratkaistaan yhtiloryhma
X+2y+2z=5
3x+5y+7z=1
x+2y+z=2
Matriiseja kiyttaen yhtaloryhma voidaan kirjoittaa muotoon
12 2)(xY) (5

3 5 7)yl=}1 .
1.2 1Az) (2

Koska |

12 2)" (-9 2 4

'3 5 7 =4 -1 -1

Jo201 11 0 -1).

on jrhtéiléryhmén ratkaisu

¥ (-9 2 4Y5\ [(-35)
yl=l4 -1 -1|1|=| 17
z 1 0 -1{2) |3

10.12 CRAMERIN SAANTO

Yhtélopari voidaan ratkaista seuraavasti determinantteja kiyttien:

Jos yhtéloparilla

{all‘xl +apx, =b
Ay Xy + Xy = b,

on yksikésitteinen ratkaisu, niin se on

b ay, a, b

b, ay a, b,
X = , Xy =

a4 Ay

a1 Og a1 Ap
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Ratkaisun nimitt4jéssd esiintyy yhtaloparin kerroindeterminantti. Ratkaisun yksikéasit-
teisyyden perusteella se ei ole nolla. Ratkaisun osoittajat on saatu kerroindeterminan-
tista vaihtamalla tuntemattoman kertoimen tilalle oikean puolen vakiot.

Cramerin séintd on yleistettdvissd useamman tuntemattoman tapaukseen. Kuitenkin

ratkaistaessa yhtaléryhmii, joissa on vihintdin kolme tuntematonta, on Gaussin mene-
telm4 nopein tapa.

Esim. 10.17 Ratkaistaan yhtaléryhma
x—-y=5
3x+4y=7

: 1 -1
Koska kerroindeterminantti

34

l:u'o-, on -

10.13 LINEAARINEN HOMOGEENINEN YHTALORYHMA

Koska
A0=0,

on homogeenisella yhtaléryhmalla aina triviaali ratkaisu X =0. Taméi on yht4lo-
ryhmén ainoa ratkaisu, jos det(4)# 0. Saadaan tulos

Neliollisella homogeenisella yhtaléryhméalla
AX =0

on ei-triviaali ratkaisu X # 0, jos ja vain jos det(A) =0.

Laskin TI-89:

> Yhtaloryhma ratkaistaan komennolla F2 Algebra: 1 Solve. Esimerkin 10.16 yhtaloryhmi
ratkaistaan seuraavasti: solve( x+2y+2z=5 and 3x+5y+7z=1 and x+2y+z=2, {x, y, z}).

Harjoitustehtividi
Ratkaise seuraavat yhtiléryhmét

x—3y—-22=-0
10.31 —-x+2y—z=-5
3x+4y+z=1
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10.32

10.33

10.34

10.35

10.36

10.37

10.38

10.39

10.40

10.41

(x+2y+:z=
2x+y-z=1
Bx+y-2z=1

(2x+4y-z=11
bx—y-3z=17
—2x+6y+z=9
(x+3y=3
2y—4z=11
-z4+u==6
(4u—6x=5

4

(x+y-2z+u=2
~X+2y+z-3u=>5
i2)6«&-5)/—52=11
—X+5y-5u=12

(x+2y+2z=1

2x—y—-2z==2

] 3x+y-2z=-1

4x+3y-2z=0

2x-4y+5z=6

{— 025x+y—-125z=5

Ratkaise yhtéléryhmaé kéénteismatriisia kiyttden
2x+5y=3 Sx+y+2z=8
{3x+7y=—2 b) <x+4y+2z=5

2x+2y+2z=17

Ratkaise Cramerin menetelmélld yhtaloryhmét
-2x+y=0 x=2y=1
{3x+4y=1 b) {2x+3y=4

Osoita, ettd olivatpa o, » ja s mitd tahansa lukuja, niin yhtiloparilla
Xcoso+ ysino = ¢
{—xsinoc +ycosd =5

on yksikisitteinen ratkaisu (x, y).
Tutki, mill4 yhtaléryhmélla on ratkaisuna vektori, joka ei ole nollavektori ja maa-
ritd tdimd vektori

3x-4y=0 5x-3y=0
: {——12x+16y=0 {4x—2y=0
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2x+3y+z=0 5x-2y+4z=0
c) x—y+2z=0 d) 2x-3y+5z=0
8qx+T7y+7z=0 3x+2y-72=0

10.42 Maarits vakio a siten, ettd yhtaléryhmalls on ei-triviaali ratkaisu ja médritd ratkaisu.

3x-2y+z=0 2x+y+az=0
a) 2x-3y+2z=0 b) ax+5y+3z=0
bx+y+az=0 2x+7y—-6z=0

10.14 VEKTORIAVARUUS

10.14.1 Koordinaattiavaruus

Kappaleessa 10.2 todettiin, ettd tasovektori voidaan esittdd 2x 1-pystyvektorina ja ava-
ruusvektori 3x 1-pystyvektorina;

ax
ai+a,jrak=\a,

a,

Yleistetdadn nyt ndmé n-ulotteiseksi vektoriksi.
Koordinaattiavaruudella R" tarkoitetaan kaikkien nx1-pystyvektoreiden
%!
X
x=|"7
xn
joukkoa. Vektoriavaruuden R" alkioita sanotaan n-vektoreiksi tai lyhyesti vektoreik-
si. Reaaliluvut x,,x,,...,x, ovat vektorin X koordinaatteja. Vektorin X

koordinaatteja merkitddn yleisesti talld tavalla. Vektoreiden yhtdsuuruus, summa ja
luvulla kertominen mééritellddn kuten matriiseille!:

o yhtisuuruus: X =Yox =y, Vi=L...,n.

! Y1 XLt N

X3 Y2 Xy + ¥,
e  SUMMmMAa: A ol R .

xn yn x}'l + yﬂ

IMerkints <> tarkoittaa yhtépitidvyyttd; merkintd V' luetaan "kaikilla"
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X axy
. %2 ax;
e luvulla kertominen: a = .
X, ax,
0
Vektori, jonka kaikki koordinaatit ovat nollia, on nollavektori: # =| .
0

Vektorin X vastavektori on vektori — X = (— I)X_ :

Vektoreiden laskutoimitukset seuraavat vastaavista matriisien laskutoimituksista:
Olkoot X, Y, Z n-vektoreita ja a, b skalaareja?. T4ll6in on '
X+Y=Y+X

X+¥+Z)=X+¥)+Z

X+0=X

X+(-X)=0

a(bX) =(ab)X

(a+b)X=aX+bX

AX+Y)=aX+a¥

1 X=X

e A T o

Esim. 10.18

10.14.2 Lineaarikuvaus

Olkoon R" ja R™ kaksi koordinaattiavaruutta. Funktiota Z:R" — R™ kutsutaan li-
neaarikuvaukseksi, jos jokaiselle vektorille X, ¥ €R" ja jokaiselle skalaarille @
péatee

LX +Y)= LX)+ L(Y)

L{aX) = al(X)

2Vektorilaskennan yhteydessi tavallisia lukuja (reaalilukuja) sanotaan skalaareiksi.
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Lineaarikuvauksella L:R" — R™ on seuraavat ominaisuudet:
. L(O)=0
. L(al_)_(_l +a2_X2+"'+aka) = alL(_)_(_l)+a2L(X_2)+°--+akL(_)£k)
Jos A on mxn-matriisi, niin funktio
L:R" »R™, [(X)=A4X
on lineaarikuvaus, silla
LX+Y)=AX~+Y)=AX+AY = L(X)+ L(¥)
L{aX)=AlaX)=adX =al(X) ‘~

Niin ollen jokaista mxn-matriisia A vastaa lineaarikuvaus R" :std R™ :ddn. Myos
kianteinen pitee: jokaista lineaarikuvausta R":std ja R™:44n vastaa tietty mxn-
matriisi.

Seuraava tulos selvittas lineaarikuvausten yhdistetyn kuvauksen ja matriisitulon vali-
sen yhteyden: ‘

Olkoon
o kxn-matriisi B lineaarikuvanksen M :R" — R* matriisi.
o mxk-matriisi 4 lineaarikuvauksen Z:R* — R™ matriisi.
Talléin

+  mxn-matriisi AB on lineaarikuvauksen Lo M :R" - R™ matriisi.

Todistus: Olkoon X avaruuden R" vektori. Télloin
(Lo MYX)= L(M(X))= L(BX) = A(BX)=(AB)X .

Tésta esityksestd seuraa viite.
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- X

Esim. 10.19 Projektio P: R3‘~> Rz, Pty ,f"—“( ) on lineaarikuvaus, silld aina
I | U | T OV LS ' o

10.14.3

Lineaarikuvaus voidaan esittid matriisin avulla seuraavasti:

(1o o|”
o1 o)

z

v
NN

Tason kuvauksia

Paikkavektori

2-ulotteisessa avaruudessa vektoria, jonka alkupiste A
on origo ja loppupiste on P kutsutaan pisteen P paik- Y
kavektoriksi. Paikkavektorin avulla voidaan ilmaista v
avaruuden pisteen sijainti origon suhteen. Vektorilas- /

kennassa on todettu, ettd pisteen P(x, y) paikkavekto- '

rin 7 koordinaattiesitys yksikkdvektoreiden i ja Jj
suhteen on

F=xi+ yJ
eli pisteen koordinaatit ovat samalla sen paikkavektorin koordinaatit. Piste voidaan
siten samaistaa paikkavektorinsa kanssa.

Koordinaattiavaruudessa R" suoritetaan juuri tdllainen samaistus: n-vektoreita voi-
daan pitid myds avaruuden R" pisteini.
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Seuraavassa tarkastellaan kuvauksia R? —R?. Lihtéjoukon pistettd merkitdan joko
pisteen nimelld tai paikkavektorin avulla: P =x. Vastaavaa kuvapistettd merkitdéin

seuraavasti: P' = x'.

Siirto
Siirto eli translaatio vektorin g verran on kuvaus
T,:R*>R*, T,(x)=x+a. 0

Kuvapiste P’ saadaan siis siirtdmailla pistettd P vektorin g verran, Siirto ei ole lineaa-
rikuvaus! Totea tdmaé.

Kierto

Olkoon K :R? — R? Kkierto, jossa ainakin origo kuvautuu itselleen.
Tason kierron méaras kiertokulma . Olkoon pisteen P napakoordinaattiesitys

A
¥ COS
5‘ B ( . ¢) - y
rsing
Kéyttden sinin ja kosinin yhteenlaskukaavaa saadaan
kuvapisteelle P’ esitys

Grcos(gm%a))D (rcosg/)cosa) rsmgpsma)\ 5 X
= >

Fsin(p + ) rsmqacosa)-f-rcosgasma)}
cosw —sinw \(rcose cosw —sinw
= . , = . _J_C
sin@ cos@w A rsing sinw cosw
Téstd ndhdédn, ettd tason kierto on lineaarikuvaus, jonka matriisiesitys on
cos@ —sinw
U=| . .
sinw  cosw
Esim. 10.20 Maanta mamxslesnys tason kxerro]]e ongon ympan kun klerokulma 0= 120° :
Ratk. Kysytty matrusmsn:ys on ' ’

kw

ka3

. ™~
| —

oS

3 éosl*ZO" —-sin120%)
{sin120°  cos120° -

N}»:.—*N
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Skaalaus

Skaalaus eli homotetia origon suhteen madritellaéin seuraavasti:

SL:RZ——>R2,SX(§_)=MC_ Ax
Koska x f
Syla)=Ax=AIx, 4£Z§:___;;

on skaalaus S, lineaarikuvaus, jonka matriisiesi-
tyson Al .
Skaalauksessa on kyseessa mittakaavan muutos pitéen origoa kiintopisteens.

Harjoitustehtivia
10.43 Totea, ettd vektorin laskutoimitusominaisuudet 1-8 patevit R?:ssa.
10.44  Olkoon '

Madaritd 4y~ 3y
10.45  Olkoon u ja y kuten edellisess4 tehtdvissa. Ratkaise yhtilo
2ut+x=3v-x
1046  Osoita, ettd kuvaus

s Ee

on lineaarikuvaus.

0 0 (2)(3
10.47 Maéritd pisteiden (O) ( ), (1 ),( J, (l) kuvat lineaarikuvauksessa
2 -1
L:R?® »>R2, (__): 3 1 x.

10.48 Médritd tason nelion 1<x<2,1<y<2 kuva lineaarikuvauksissa, joiden matriisit
ovat

-10) (30 Ly (1
Yo 1) Ylo1) @ o )l
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10.15 MATRIISIN OMINAISARVOT JA OMINAISVEKTORIT

Olkoon A nxn-matriisi. Tarkastellaan yhtalog
AX=2X,("

missd X on n-pystyvektori ja A skalaari.

Jos yhtalolla (*) on ratkaisu X # @, niin A on matriisin 4 ominaisarvo ja X on mat-
riisin 4 ominaisarvoon A liittyvii ominaisvektori.
Yhtaloryhmas (*) voidaan muokata seuraavasti:

AX =X

SAX=MUX

S AX-AUX=0

S (A-A)X =0 (**)
Koska homogeenisella yhtaléryhmélla (**) on ei-triviaali ratkaisu X # @, jos ja vain
jos det(A — AI') = 0 saadaan tulos

Kertalukua nxn olevan matriisin 4 = (A,-~) ominaisarvot ovat.4:n karakteristisen
yhtéilén
A -4 A e Ay,
A Ay =4 -+ 4
det(d-An=| “? 7% 2 1=0
Anl An2 e Ann -4
Jjuuret. Ominaisarvoon A, liittyva ominaisvektori X; on homogeenisen yhtaléryhmén
(A - A1 )_X_ =0 '
ei-triviaali ratkaisu.

nxn-matriisin 4 karakteristinen polynomi det(A4— AI') on astetta n oleva polynomi.

Koska ominaisarvot ovat timén polynomin O-kohtia, on matriisilla korkeintaan # eri
ominaisarvoa.

Ominaisarvot voivat olla my¢s imaginaarilukuja.
Voidaan osoittaa, jos matriisi on symmetrinen, niin
e ominaisarvot ovat reaaliset.

 eri ominaisarvoihin liittyvit ominaisvektorit ovat ortogonaaliset eli kohtisuorassa toi-
siaan vastaan3.

3 Ominaisvektoreiden vilinen skalaaritulo on nolla.
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Laskin T1-89:

> Matriisia 4 ominaisarvot lasketaan komennolla eigVI(4). Komento tulostaa ominaisarvot

listana.

» Matriisin A ominaisvektorit lasketaan komennolla eigVe(4). Komento tulostaa ominais-
vektorit nelidmatriisina, jossa i:s sarake on ominaisarvolistan i:nteen alkioon liittyvd omi-
naisvektori. Ominaisvektorit on normeerattu siten, ettd niiden normi on yksi.

Esim. 10.21  Oheisessa kuvassa on esitetty, kuinka laskimella TI-89 lasketaan matriisin [3 2}

ominaisarvot ja ominaisvektorit:

Om1na1sarvot on 5 ja—2. Ommalsarvoon 5 liittyva omlnalsvekton on |

0707107
0,707017 |:.

\."

- . . . .. N N . . - O)
Jja ominaisarvoon -2 liittyvd ominaisvektori on [ 6 ]

Fav T Y
La'l-: ﬂthtr]PrSmlJthan Up

Fi*I Fex
Tonls|A13ebra .

[1 4] [1 47
n - -} a - ’

3 2 3 2]
maiglllad £5. e ¥
m 2iglcla’ [.?BFIB? -. 87

L. 2 -
« FUFPIET LB

2iglc(al
MalN RAD AUTH FUNC FEYETT

Harjoitustehtivii

1
1049 Onko X = [1) matriisin A =

10.50  Tutki ovatko pystyvektorit

4

X;, X, ja X, matriisin A ominaisvektoreita ja jos

1 2 o
3 ominaisvektori?

ovat, niin mihin ominaisarvoihin liittyvia, kun

1 4 -1
A=10 2 1/,
0 0 O

4 3 3
X1=1,X2=2jaX3=0
2 0

0
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10.51
10.52

10.53

10.54

10.55

10.56

10.57

10.58

Maaras yksikkomatriisin I ominaisarvot ja ominaisvektorit.
Madras lavistajamatriisin[ A,,X,,...,A., | ominaisarvot Jja ominaisvektorit.

Todista: Jos X on matriisin 4 ominaisvektori niin X on matriisin 4 ominaisvek-
tori, kun £ #0.
Todista: det(A) ={) jos ja vain jos nolla on A:n ominaisarvo.

. . . o . . . ~1 .
Todista: Jos A on ei-singulaarisen matriisin 4 ominaisarvo, niin Y on A7 n omi-

naisarvo.
M4dritd seuraavien matriisien ominaisarvot ja ominaisvektorit

32 (14 2 —3
D05 2 Pls s 9

1 2 2
Olkoon A={-2 3 4
2 6 5

Maiaritd A:n ominaisarvot ja ominaisvektorit
Osoita, ettd symmetrisen matriisin ominaisarvot ovat reaaliset.
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