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Alkusanat

Téma4 kirja on tehty insinddrikoulutuksen matematiikan opettajille ja opiskelijoille
kurssimateriaaliksi. Tarkoituksena on ollut kirjoittaa tiivis esitys keskeisistd diffe-
rentiaali- ja integraalilaskennan kisifteistd ja niiden soveltamisesta, Kirjan alussa
kerrataan funktion késitettd ja esitelléddn lyhyesti interpolointia ja regressiota. Raja-
arvojen, derivoinnin ja integroinnin liséksi kirjassa kasitellddn jono- ja sarjaoppia
sekd tavallisia differentiaaliyht4l&iti.

Insinddrikoulutusta tarjotaan monen erilaisen pohjakoulutuksen saaneille. Koulu-
tuksen tavoitteetkin ovat osittain muuttuneet tuotantopainotteisten ohjelmien myo-
td. Opetukseen kiytettdvissd olevia resursseja ei ole tuhlattavaksi asti. Naistd syis-
td olemme karsineet analyysin kursseilla perinteisesti esitettyd materiaalia ja kes-
kittyneet mielestimme olennaiseen. Kurssin opettaja voi tietysti jittda joitakin kir-
jan kohtia késittelemittd tai ottaa mukaan haluamiaan aiheita, joita kirjassa ei ole.

Toisaalta olemme yrittineet katsoa matematiikan oppimista myds opiskelijan ni-
kokulmasta. Teksti on yritetty kirjoittaa sellaisessa muodossa, jota opiskelija voisi
itsendisestikin seurata. Erilaisia oppijoita ajatellen olemme esitelleet ja syventi-
neet matematiikan késitteitd seké sanallisesti, visuaalisesti, numeerisesti etti sym-
bolisesti. Matematiikan kokemista kiinnostavaksi ja hytdylliseksi olemme tuke-
neet viittaamalla erilaisiin sovelluksiin niin usein kuin mahdoilista.

Tietokoneen rooli matematiikan opetuksessa ei ole vield selkiintynyt. Nyky&in voi
kaikki mekaaniset derivoinnit ja integroinnit suorittaa symbolista matematiikkaa
ymmértivilld ohjelmalla. Jitdmme opettajan harkintaan, missd mé#rin hiin haluaa
harjoittaa késin laskemista symboleilla. Monet harjoitustehtivit on mahdollista
ratkaista vain laskinta tai tietokonetta kéyttden. Emme ole tit4 tehtévien yhteydes-
sd erikseen korostaneet vaan ajattelemme, .etti oikean tySvilineen valinta on osa
 insin6&rin ammattitaitoa. Mielestimme opetuksessa tulisi korostaa matemaattisten

mallien luomista ja ongelmien ratkaisemista.

Olemme uudistaneet joitakin esimerkkejd ja useita harjoitﬁstehtéiviii. Kiitdimme
kommenteista ja otamme niitd mielellimme vastaan jatkossakin.

Jyviskylidssd marraskuussa 2012
Pasi Lehtola ja Anne Rantakaulio

pasi.lehtola@jamk.fi ja anne.rantakaulio@jamk.ﬁ
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1 FUNKTIOT
1.1 FUNKTION KASITE JA OMINAISUUKSIA

1.1.1 Funktio mustana laatikkona
Esim. 1.1  Alla olevassa kaaviossa on esitetty, kuinka monta sekuntia kuluu tasan yhden

" kilometrin pituisen matkan ajamiseen kolmella eri nopeudella. Tuloksia voi-
daan kayttid esimerkiksi auton nopeusmittarin tarkkuuden tarkastamiseen.

v

60 km/h — ——

—

100 km/h — — 36§

Halutaan tdydent#i kaaviota koskemaan myds nopeuksia 50 km/h, 70 kmv/h ja
80 km/h. Mill4 s#énn61ld matkaan kulunut aika ¢ saadaan ajonopeudesta v 7

Kysytty laskutoimitus voidaan ilmaista lauseella ”jaa huku 3600 nopeuden lu-
kuarvolla”. Symboleita kdyttimélld sama s##intd voidaan kirjoittaa muodossa
3600

v

Y114 esitetty laskusi#ntd on esimerkki funktiosta. Sana funktio tulee latinasta
ja se tarkoittaa toimintoa, tehtévii tai vaikutusta.

Edellisen esimerkin osiin voidaan kayttdd myos seuraqvia nimityksia:

v > f > !
syote toiminto tuloste
input operaatio .  output

argumentti funktio funktion arvo .
riippumaton kuvaus . riippuva

muuttuja muuttuja




4 Funktiot

Miiritelmii Yl

Jos esimerkin 1.1 funktion médrittelyjoukoksi valitaan vili ]0,120], niin sen
arvojoukoksi tulee vastaavasti vili [30,00[. Alla on esimerkkifunktion kuvaaja.

/s
700/

525

350 \

175 \

0 > v/(km/h)
0 60 120
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Esim. 1.2

Funktioita voi esittdd taulukkona, kuvaajalla tai lausekkeena. Tarkastellaan sa-
noin ilmaistua matemaattista toimintoa “korota toiseen ja lisdd viisi”. Funktio

voidaan kirjoittaa yht#lond f(x)=x*+5. Alla oleva taulukko ja kuvaaja esit-
tavat joitakin funktion arvoja.

Sx) a
. : ast... ... .c.) . S 5
P or -2 19
. 35} ' . -1 6
30{-- ) 0 15
i 25+ 1 6
i 20 N @] 2 9
L 3 |14
. 4 |21
- © 5 130
’ l | T . 6 |41

32101234567 x

Vakiintuneen tavan mukaan funktiota merkitédén yleensd f :1l4 ja argumenttia
x:114. Niiden sijasta voidaan kuitenkin kayttd8 mitd hyvénsd symboleja. Esi-
merkiksi finc(var)=var® +5 ja z(b)=b*+5 esittiviit samaa toimintoa kuin
ylld. Toimenpiteen kohteena voi yksittiisen luvun tai symbolin sijasta olla
my0s kokonainen lauseke kuten 2a+3b, jolloin

f(2a+3b)=(2a+3b)* +5.

Tarkeimpid funktioita ovat polynomit, potenssi-, eksponentti- ja logaritmi-
funktiot sekd trigonometriset funktiot. Lahes kaikki muut funktiot voidaan
esittdd ndiden alkeisfunktioiden avulla. Yleisesti kiytettyjd nimityksid ja esi-

tysmuotoja ovat .
e lineaarinen funktio fxX)=rkx tai f(x)=kx+b

e toisen asteen polynomi fx)= ax’ +bx+c

e yleinen polynomifunktio f@) =ax"+a,x" +..+a,
e yleinen potenssifunktio f(x)=a-b"

e yleinen eksponenttifunktio Fx)=ae?

e yleinen logaritmifunktio - f(x)=alnbxtai f(x)=algbx

f(x) = asin(bx+c),

yleiset trigonometriset funktiot < g(x) = acos(bx+ c),
h(x) = atanbx
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Huomautus Yksikoiden kiytto funktioyhtdldissad

Esimerkissi 1.1 sovittiin, etti muuttujan v yksikké on km/h ja funktion f ar-

von yksikkd on s. Funktio kitjoitettiin muodossa
3600
f (V) )

jolloin esimerkiksi £(50) =72 . Jos taas v:n yksikoksi sovitaan m/s, niin funk-
tion lauseke pitiisi kirjoittaa muodossa

Foy=22%

v
jolloin £#(50) =20 . Vadrinkdsitysten vélttimiseksi on parempi kirjoittaa funk-
tioyht&ld yksikoitd kayttden muodossa

1km
' f (V) =T
, v
jolloin (50 kmvh)=72s ja f(50 m/s)=20s.

v

Huomautus Funktion tunnuksista
Funktion tunnuksena kiytetdin joskus samaa symbolia kuin funktion arvona.
Usein kirjoitetaan esimerkiksi E(v) = %mv2 , kun tarkastellaan liike-energiaa
vauhdin funktiona. Tasméllisempi kirjoitustapa olisi kuitenkin seuraava:
E=fm=1m".
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1.1.1 Paloittain méritelty funktio

Miaritelmé

Esim. 1.3 Alla oleva kuva esm:aa lampotllaa hoyrynsululhsen seindn rakenteessa
Ulkopuoli -10
Ulkoverhouslauta 28 .

Sisdpuoli +21
Kantava runko/limméneriste 175 mm

4
Tuuletusvili 25 mm ? . Ilman- ja hdyrynsulku 0,2 mm
Tuulensuajalevy 30 mm NK—\/]_: Rakennuslevy 15 mm
i

30 t
T |4 /,%__
" A
// x (Etiisyys ulkoseinstd)/mm
iso §V o 250 350

~ T

Limpétila T voidaan esittdd etdisyyden x funktiona lausekkeena

-10 ,kun x <53
T(x)=4014x-17,42 ,kun53<x<273
20,8 Jkun x > 273

1.1.2 Kasvavuus ja kuperuus

Miritelms Vahlla [a, b] maantelty ﬁmktlo f on kasvava, jOS f (x2)> f (xl) ama, kun
a < <% < xq = b - , \

Fu sti k svava,Jos f(&)‘ 2, kun a<x; <x2Sb
'Vastaavastl m%iant : laar vaiheneva ja aldosnivﬁhe' 'vii funktl_
Aﬁnarvoplsteessa kasvammen muuttuu vﬁhenemxseks: tai pamvastom

Aidosti kasvavan funktion kuvaaja nousee ylospdin positiivisen x-akselin
suuntaan mentéessd. Kasvavan funktion kuvaaja voi olla vaakasuorassakin.
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Esim.1.4.  Viereinen funktio f (x)=x2 +5 vihenee )
villilla J-oo, 0] ja kasvaa vlillé [0, cof. V- )
lilld [-2, 6] funktio ei ole kasvava eiki
vihenevd. Funktiolla on ddriarvopiste
(0,5).

o
ISR T S ST S W T
LN B s mas S s

32-101234567 «

Miéritelmi Véihlla [a, b] maarltelty ﬁmktlo f on kupera a]aspam, jDS Jokamen kuvaajan;? :

1.1.3 Jaksollinen funktio

Midritelmi Funktm f  7
. SGED=F) -
kalkllla x. Lukua A sanotaan Jaksoks1 tal aallonpxtuudeksx ;

Jaksnllmen, JOS on olemassa sellamen posmwmen luku /’L ettai

Jaksollisen funktion arvot siis toistuvat aina A :n vilein. Funktion kuvaaja ei
muutu, vaikka sit siirrettdisiin x-akselin suunnassa jakson verran. Jaksolliset
funktiot sopivat kuvaamaan aaltoliikettd ja sannollisia virshtelyja.

Esim. 1.5  Sini ja kosini ovat tyypillisid esimerkke- R £
ja jaksollisista funktioista. Viereisen si- A
nikdyrin jakson pituus on 2z, koska

sin(x + 27m) =sin(x) kaikilla x.

-—
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1.1.4 Parillinen ja pariton funktio

Miritelmsi Fur

vasaon symmetrine oigon sueen.

Esim. 1.6 Alla on kolmen kanttiaallon kuvaajat.
J® . 8k IjFX)

Ensimméinen funktio on parillinen ja toinen pariton. Kolmas funktio ei ole pa-
rillinen eikd pariton.

Harjoitustehtiivii

1.1 Funktio f midritelliin lausekkeella f(x)=3x2. Masriti

) £ b) £5.5em) <) f(\/a2+1).

1.2 Funktio V" méritellitn lausekkeella ¥/(r) :gm? Marita
a) V(3 b)¥(6366-10°km) c) V(R/2+1,0mm).

1.3 Keksi s#énto, joka yhdistid vasemmalla olevat

luvut oikealla oleviin. litraa/s §

Nimed muuttujat ja funktio itse. Mihin kiytin- ] 30

non tilanteeseen tehtdvi voisi liittyd? 100 —
200 — — 15

500 — —> 6
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1.4 Piirrd funktion f kuvaaja, kun se méritellidén lausekkeella
x> ~2,kunx <2
f)= 2,kun2<x<4
6—x,kunx >4,
1.5 Piirrd funktion f kuvaaja, kun se mééritelldsin lausekkeella
h
—kun ixj<h
Sx) =42 d
0, muulloin.
1.6 Piirrd sijainnin s(7) kuvaaja, kun se mééritellisn lausekkeella
3m,kun0<¢<120s
s(t)=10,52¢ —57m, kun 120s <7 <1805
s
33m, kun¢>180s.
1.7 Piirrd tilavuusvirran g, (f) kuvaaja, kun se méritellisin lausekkeella
f m? ,
0,025 —-1%, kun 0 < < 20s
S
3
gy () =1 102, kun 20s <7 <30s
m? )
—1—-¢+40, kun 305 <7 < 40s.
s
1.8 Valtion tulovero mé#rdytyi vuonna 2012 alla olevan taulukon mukaan. |

Verotettava an- | Vero alarajan Vero alarajan ylitt4-
siotulo, euroa kohdalla, euroa vistd tulon osasta, % ‘
16 100 — 23 900 8 6,5
23900 -39 100 515 17,5
39 100 —70 300 3175 21,5
70 300 — 9883 29,75

Piirr tuloveron mé#ird vuodessa ansiotulojen funktiona. M#ritd kuvaajan avulla

a) tuloveron suuruus, kun vuotuinen ansiotulo on 15000 €, 25000 € ja 75000 €
b) se ansiotulo, josta perittivi tulovero on 1000 € ja 10000 €.
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1.9 Piirrd lampotilan kuvaaja hydrynsulullisessa seinisss, kun ulkoldmpétila on -30 °C ja
sisélampotila 25 °C. Seindn paksuus ja materiaalit ovat samat kuin esimerkissd 1.3.
Méiiritd, missd kohtaa seindn rakennetta limpétila on 0 °C.

1.10 Alla oleva kuva esittis hiilidioksidipullon paineen riippuvuuden limpétilasta. Kirjoita
sen funktioyhtils, kun alkuosa kuvaajasta on paraabeli ja loppuosa suora. Vaaka-
akselin paineen yksikkd on bar ja pystyakselin lampétilan yksikkd on °C. Muista, ettd
yhtilsitd varten tarvitset paraabelilta kolme pistettd ja ja suoralta kaksi pistettd.

7.8

50

40 . —

30 [

op
D

20

10

0 A,0/40 60 80 100 120 140 160 180 200
-16 /
-20

-30

1.11 Yht#ls voidaan ratkaista graafisesti piirtdmalld yhtdlon vasenta puolta vastaavan funk-
tion kuvaaja samaan kuvaan yht&l6n oikeaa puolta vastaavan funktion kanssa. Ratkai-
suja ovat kuvaajien leikkauspisteet, silld niissd kohdin funktioiden arvot ovat samat.
Ratkaise graafisesti alla olevat yht#lot. ’

x
a) 3—2x=—
) 4
b) 3—x2 =2
x

.
Q) e 3 =+4x

d) (x+l)(x—3)=1nx

e) 2* =x>+1
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1.12 Milla vileills alla olevat funktiot ovat kasvavia tai vihenevi&? Mitké ovat funktion 4~
riarvopisteet ja késnnepisteet? Milld vileilld ne ovat kuperia alas- tai ylosp#in?

S () g‘FC)
o h g
[ ] - l l
-/ \ / <
/ \ /
el > 1 X
- ‘] 4 i R - Y 4 b X
/ * 7
[ \v/

1.13 Alla olevassa kuvassa on erkautumislémpétilan ja ajan vaikutus Al - 4 % Cu seoksen
ominaisuuksiin, kun karkaistaan tiiti seosta erkaumakarkaisulla. Arvioi kuvasta kunkin
kdyrin &iriarvopisteet. Ovatko kéyrat ylospiin tai alaspiin kuperia?

500 [T07°C]
’ f...\\ PN //
, < A X
i_/// <X Y
) \\ \@ T
11260°C]

BN
o
<

w
o=
[en]

[\
o
(=]

Myétslujuus (Mpa)
S
]

0,001 0,01 0,1 1 10 100 1000 10000 100000
Vanhennusaika (h)

1.14 Piirrd sellaisen funktion Y= f(x) kuvaaja, joka toteuttaa ehdot ]

e £(0)=100
®  f onkasvava vililli [0, cof
e f:lld on kitinnepiste pisteessi (10, 5 00).

1.15 Piirra sellaisen muuttujan ¢ funktion 4 kuvaaja, joka toteuttaa ehdot
e #(0s) =5m
e  h(33s)=0m |
e  h:lla on adriarvopiste (1,5 s; 16 m).
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1.16 Milld ehdolla seuraavat funktiot ovat kasvavia?
2) S(X)=ax+b
b) g(x)=ae”™
c) A(x)= ax?
d) k(x)=sin(ax)

Entd milld ehdolla ne ovat parillisia?

1.17 Mitkd alla olevista funktioista ovat parillisia, mitk# parittomia?

a) b) c)

d) €) f)

A4

/ . R |
1.18 Tutki seuraavien funktioiden parillisuutta tai parittomuutta: |
a) a(x)=sinx b) b(x)=cosx c) c(x)=a(x)+b(x) d) d(x) = a(x)b(x) .

1.19 Funktio f on méritelty alueella 0<x<1 yhtilolli f(x)=+/x. Piirri tuon funktion
kuvaaja ja jatka kuvaajaa niin, ettd f on métritelty koko reaaliakselilla ja

a) f on jaksollinen
b) f on parillinen

c) f on pariton
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1.20 Mitk4 seuraavista funktioista ovat parillisia, mitks parittomia ja mitk4 jaksollisia?

a) y=(sinx)® eli y=sin?x b) y=sinx> ¢) y=sin’x?

1.21 Mitkd ovat alla olevien funktioiden jaksojen pituudet?‘

gx) h(x) k(x)
A - Ar Ar
AL }/\ A A Alpslplinin

!

')
')
o

1.2 FUNKTIOIDEN YHDISTAMINEN

1.2.1 Summa ja tule

Esim. 1.7 Vieressi olevassa kuvassa on yh- y
distetty kaksi aaltoliikettd, joita ku- 4#
vaavat vaalea funktion
JS(x) =sin2x kuvaaja ja tummempi
funktion . g(x)=2sinx kuvaaja.
Yhtendinen musta viiva esittds nii- \ [

den funktioiden fjag summan \ \\ %&x
2 4T

kuvaajaa. ;

Aallot vahvistavat toisiaan niilld vi- =2 NS
leilld, joilla funktioiden arvot ovat S)tgx)
samanmerkkiset (kuten wvilit [0, -4
/2] ja [3n/2, 2x]). Vileilld, joilla
funktioiden arvot ovat erimerkkiset, aallot heikentivit toisiaan (esimerkiksi

vili [n/2, n]).

8(x

Midiritelmi Kahden funktion f ja g summa f +g kon funktlo, jonka arvot saadaan ]aske{

;:Vastaavall a tavalla mi tellzian kahden funktxon erotus _ja osamahra
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1.2.2 Yhdistetty funktio

Esim. 1.8 Valitse jokin positiivinen luku ja tarkastele seuraavia operaatioita. a) Ota lu-

vusta neliGjuuri ja kerro tulos kahdella. b) Kerro luku kahdella ja ota tulosta
nelijuuri. Kokeile eri luvuilla. Onko operaatioiden jérjestykselli merkitysti?
Miten esittdisit operaatiot funktioina?
Kyseessd on kaksi funktiota, nelijuuren ottaminen ja kahdella kertominen.
Nimetiisin ne vaikka f ksija g tksi. Siis f(x)=+/x ja g(x) = 2x, jos muuttu-
jana kéytetiéin kirjainta x.
Kohdassa a) on funktiot yhdistetty niin, ettd g seuraa f :4i.

X —b

f

O™

VE ¥ o)

—> 2./x

Yhdistetty funktio on tilloin g(f(x)) = g(vx)=2x .

Kohdassa b) samat funktiot on yhdistetty kiéinteisess4 jirjestyksessi.

X —Pp

)

f

70

Nyt saadaan f(g(x)) = f(2x) =2x .

Miiritelmi ;Kahdén funktion 7 ja g yhdlstettyfunktlo fog on funktio, Jonka arvot saa-
,daan iskemalla ensin g :n arvo kohdassa x Ja sitten f :n arvo kohdassa g(x) .
s f (g(x)) Sanotaan, ettd f on. ulkofunktm jag snsafunktlo :

fog)x)=

Merkmta fog luetaan ”f pallo g”.

Kuten edelld huomattiin, on funktioiden jérjestys yhdlsteessa merkitsevi:
yleensd fog ja go f ovat eri funktioita.

> J/2x

Esim. 1.9  Tarkastellaan tasaisesti kiihtyvissi liikkeessd olevaa autoa, jonka massa on m
ja vauhti v, ajan hetkelld # = 0. Lausutaan auton kineettinen energia £ ajan ¢

funktiona.

Tiedetdén, ettd liike-energia vauhdin funktiona on £ = E(v) = %mv2 . Toisaalta
tunnetaan vauhti ajan funktiona muodossa v=v(¢)=v, +af, missi a on va-

kiokiihtyvyys. Yhdistimalld ndmé yhtilst saadaan E = %m(vo + at)z.

Kyseessd on funktioiden £ ja v yhdiste. Alla oleva kaavio esittiid asian.

t —»

vy +al( )

P Vo + at—>

E
1 2
5’"( )

—p% m(vo + az‘)2




16 Funktiot

Esim. 1.10  Funktio f(x)=1 7

muodossa f(x) = k(h(g(x))), kun valitaan g(x) = x> , i(x)=1~-xja k(x) = —;% .

( :

g) L x° 1_( )—> 1—-x" ~p

3 _I;_ 7

9

Esim. 1.11  Polynomifunktiota f(x) =x> —7Tx el voi esittdd alkeellisempien funktioiden

yhdistettynd funktiona.

1.2.3 Kiidnteisfunktio

Matemaattisena toimintona f
Jos esimerkiksi

on alkuperdiselle toiminnolle vastakkainen.

f(x) =2x kerro kahdella”, niin 7 (x) = d ?jaa kahdella”.
2

Muita téllaisia funktio — ké#inteisfunktiopareja ovat

Iuvun lis#iminen
luvulla kertominen
potenssiin korotus
eksponenttifunktio
trigonometrinen funktio

luvun vihentiminen
luvulla jakaminen
juuren ottaminen
logaritmi
arkusfunktio

Ké#nteisfunktion merkint'aiéi ei pidd sekoittaa kidnteisluvun eli potenssin -1

merkintan, siis £ (%) 2 ——=(f(x ))—I

f()
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Esim. 1.12

Esim. 1.13

Kignteisfunktio on olemassa aina, kun f p

saa kunkin arvonsa tismélleen yhden kerran /
kuten silloin, kun f on aidosti kasvava tai 2
vihenevd. Tilloin kéanteisfunktion médrit- Va / 70

telyjoukko on M e =4, ja sen arvojoukko o / + >
A =M;. Lisiksi funktioiden kuvagjat | - =

ovat symmetriset suoran y=x suhteen, ku- S
ten viereisestd kuvasta ndhdédn. Viereisessd /
kuvassa ovat funktiot f(x¥)=x’+1, sen

kisnteisfunktio £ (x)=3x—1 ja suora y=x.

Kaikilla funktioilla ei ole lainkaan k#anteisfunktiota.
Esimerkiksi funktion f(x)=x> kitnteisfunktio ei 4 :
ole f~(x)=+/x | Tams johtuu siitd, ettd f saa li- /
hes kaikki arvonsa kaksi - kertaa, esim. )
f(=3)= f(3)=9. Jos sen sijaan rajoitetaan funktion 47(x)
£ méirittelyjoukkoa siten, ettd se siséltdd vain posi-
tiiviset arvot x>0, saadaan funktio o0 O‘ > x
g(x)=x*,x>0, jonka kitinteisfunktio on

g x)=+x.

Potenssifunktiot f(x)=x“ ovat aidosti kasvavia vililld x>0 aina, kun eks--

ponentti a > 0. Niille on siis olemassa kédnteisfunktio, joka sekin on potenssi-

1
funktio, nimittdin £~ (x)=x“. Samoin eksponenttifunktiot f(x)=a*, missd
kantaluku on @ >0, ovat aidosti kasvavia koko reaaliakselilla. Niiden k##n-
teisfunktiot ovat logaritmifunktioita £ ~'(x)=log, x.

Miritetin funktion f(x)=+x> —2 ki#nteisfunktio.
Etsitééin ensin funktion mégrittely- ja arvojoukko. Nelitjuurta ei voi ottaa ne-
gatiivisesta luvusta eli on oltava x* —2>0 eli x>3%/2. Siis M I =[ %/E,oo[ .

Toisaalta f(x) >0, joten 4, = [0,00 [

Tehtdvind on midrittdd, milli x:n arvolla funktio saa arvon y= f(x) eli on
ratkaistava x yhtalostd ‘

y=vx —2.
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Yhtidlon ratkaiseminen perustuu siihen, etti vaihe vaiheelta kumotaan ne ope-
raatiot, joista alkuperdinen lauseke koostuu. Alla oleva taulukko esittid ndmé

vaiheet.
ulkofunktio ki#inteisfunktio | merkintd
y=vx’-2 | nelidjuuri toiseen korotus | | ( )?
yr=x*-2 | tuvun vihentdminen | luvun lisi#minen | | +2
y?>+2=x* | kolmanteen korotus kuutiojuuri |3

Yhtilonratkaisuna sama néyttis tilta:

Siis  fl(y)=3y*+2. Voidaan myss 15
kirjoittaa f~'(x)=3/x?+2, koska argu-
mentin symboli voidaan valita vapaasti.

Viereiseen kuvaan on piirretty funktiot

fiaf™. Koska M,=[32,0

=[ 32, .

Af._l -—

Esim. 1.14  Lasten tavaroiden sdilytysarkku koostuu suo- [
rakulmaisesta laatikosta, jonka korkeus on L
c¢=3,0dm ja pohjan leveys on b=4,0dm.
Laatikon kansi on poikkileikkaukseltaan puo-
liympyr4. Esitetdéin arkun tilavuus 7 pohjan
pituuden a funktiona ja médritetdsin tdimén
funktion ké4nteisfunktio.

a3 / f1)
Ay =[0,00, niin silloin M, =[0,00[ ja 7%;”,,,,_

Arkun tilavuus 7 litroina on

1 (aY 1,
V= =gbe+—n| —| b =12a+— .
fla)=abc ZK(Z‘J a 27ra

y=v¥-2  |()
<:>y2=x3—2 |+2
ox*=y*+2 ’%/_

A J(x) y

It
=

10

Témén funktion médrittelyjoukoksi on valit-
tava positiiviset reaaliluvut.
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Kisnteisfunktio a = £~ (¥) saadaan ratkaisemalla yhtilo

12a+%1ra2='V<:>§a2+12a—V=0.

Yhtilon ratkaisuista ,
2 .
I e 40 ") il 2
' 2.7 T
‘ 2

vain toinen on positiivinen. Kun tilavuus 7 tiedetiiin, suure ¢ saadaan funk-
tiolla

- —~12 ++/144 + 2n¥V
’a=f,1(V)= - .

1.2.4 Kuvaajien siirto ja venytys

Miééritelmé Funktl ) x+a _]oka lisHd muuttu_]aan X vaklon a#—“O sanotaan snr-' -

Esim.1.15

Paraabelia y =x? siirretdtin a) kaksi y 9
yksikkod positiivisen x-akselin suun- A x7+10
nassa b) kymmenen yksikkéd posi- 40 )

tifvisen y-akselin suunnassa vierei- \ x
sen kuvan tapaan. Mink4 funktioiden
kuvaajia ndin siirretyt kiyrit ovat?

D

W)
@D

Tapauksessa a) voidaan ajatella ope-
raatioita “siirrd 2 askelta oikealle” ja
“korota toiseen”. Niitd toimintoja \
vastaavat funktiot ovat s(x)=x—2 ja \
F(x)=x*. Kun ne yhdistetiin oike-
assa jérjestyksessi, saadaan yhdis-
tetty funktio

f(s(x))=f(x-2)=(x—2)2. | ;

Kohdassa b) kyseess# olevat funktiot ovat f(x)=x* ja s(x)=x+10. Halut-
tuun tulokseen pdésemiseksi ne pitdd yhdistiid jirjestyksessd “korota toiseen”
ja siirrd 10 askelta ylospdin®. Tuloksena saadaan

s(7(0)=s(x?)=x +10. |
| |

P

pd
\
\\\\
e
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Huomautus Funktion y= f(x)+a kuvaaja saadaan funktion y= f(x) kuvaajasta siirt4-

Esim. 1.16

Esim. 1.17

milld titd a yksikkod ylospdin, kun a >0 ja alaspdin, kun a <0. Vastaavasti
funktion y = f(x+a) kuvaaja saadaan funktion y = f(x) kuvaajasta siirtd-
milld titd a yksikkod oikealle, kun @ <0 ja vasemmalle, kun a > 0.

Sahkotekniikassa ja signaalinkéis.ittelysséi puhutaan tdssid yhteydessd kahden
kiyridn vilisestd vaihe-erosta.

Jinnitteen  vaihtelua  kuvaavien  sinikdyrien  u(f) =dsin(a) ja
v(f) = sin(at + @) vilinen ajallinen vaihe-ero on & = 2. silld jalkimmaisen
kiyrin yhtdlossi oleva sisdfunktio voidaan ?()irjoittaa muodossa
a)t:k¢7=w(t+~g), jossa esiintyy siirto m#érdlli ¢/w. Jos @wjag>0, on
siirto positiivinen ja jalkimméinen kiyrd edellisen vasemmalla puolella; Tar-

kemmin sanoen, jénnite v on 12 ajan yksikkod jaljessd jinnitettd ». Funktioi-
o

den W
6 A
v(t) =4Vsin(—tj ja 6
$
(6 4
w(t)=2Vsm(—S—t+—12£j 2 \ / \ v(¢)
- . . . . P P t/
km_/aajat ovat viereisessd kuvassa. O 7 / " 5
Vaihe-ero on siis 9 w(?)
~P_TS_Tg eli jannite won
® 26 12 _ -4
—1—;—5 jiljessd jénnitettd v, kuten -6
my0s kuvaajista nihdéin.
Funktion f (x)=«/;c— arvojen kaksin- y
kertaistaminen vastaa tilannetta, jossa 4
f on sisifunktiona venytyksessd h(x)
v(x) =2x, silld
Wf@)=2f()=2Vx =h(x). 3 ,/
Geometrisesti tulkittuna kyseessi on ()
paraabelin y=\/; -venyttdminen po- 2
sitiivisen y-akselin. suunnassa kak- ] I g(x)
sinkertaiseksi niin, ettd origo pysyy 1 :
paikallaan. T#lloin sen yhtils veny- "
mittémissd  koordinaatistossa  on 0 >

h(x) = 24x%. 0 1 2 3 4 5 6
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Jos sen sijaan halutaan venyttdi paraabelia y = Jx kolminkertaiseksi positii-
visen x-akselin suunnassa, on sen yhtdlo kirjoitettava muotoon y = \E— . Thssd
pitaskin jakaa luvulla 3, ei kertoa. Yhdistimalli funktiot f(x)=+x ja
v(x) = %x saadaan y = £((x))= f(tx)=Tx = g(x).

Yhdistetty funktio g saa esimerkiksi vasta kohdassa x=3 sen arvon, jonka

Esim. 1.18

Huomautus

funktio f saa jo kohdassa x =1. Siis funktion g kuvaaja saadaan funktion f
kuvaajasta venyttimélld t4td x-akselin suunnassa kolminkertaiseksi.

Vardhtelyliikkeessd kuvataan poik-  y/mm
A

keamaa y tasapainoasemasta ajan ¢

funktiona ~ wusein  sinifunktion 6

¥(t) = Asin(ew?) avulla. Heilahdusten 4

ldajuuden eli amplitudin puolittami- /\ !
seksi pita4 funktion arvot kertoa luvul- 2 ,

la 0,5. Heilahdusajan eli jakson pituu- g .;y s
den puolittaminen tapahtuu taas kerto- 3 1% 40 28 30
malla muuttuja ¢ luvulla 2. Tilloin -2

virdhtelyjen nopeus tai taajuus kak- 4 \/ \/
sinkertaistuu. Viereisessi kuvassa ovat 3

funktiot y, ()= 4mm sin(Ig—— t), amp-
S )
litudin  puolittava  y,(#) =2mm sm(% z‘) ja  jakson  puolittava
s
(#) =4mm sin(—n— t
73 20s )

Funktion y=af(x) kuvaaja saadaan funktion y= f(x) kuvaajasta venytti-
milld timd g -kertaiseksi niin, ettd x-akseli pysyy paikallaan. Tapauksessa
a <0 kuvaaja lisiksi peilautuu x-akselin suhteen. Kun |q| <1, voisi venytystd

kutsua kutistamiseksi. Vastaavasti funktion y = f(ax) kuvaaja saadaan funk-
tion y = f(x) kuvaajasta joko venyttimélld (kun ]al <1) tai kutistamalla (kun
|a| > 1) titd x-akselin suunnassa kertoimella a pitamilli y-akseli paikoillaan.
Tapauksessa a <0 kyseessi on lisiksi peilaus y -akselin suhteen.
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Harjoitustehtivii

1.22 Muodosta funktioiden S(x)=2x ja g(x)=x* summa ja tulo. Piirr3 niiden funktioi-
den sekd niiden summan ja tulon kuvaajat samaan kuvaan,

1.23 Erés fysikaalinen suure # kasvaa suoraan verrannollisena aikaan ja toinen suure v
vihenee ki#intien verrannollisena aikaan ¢. Hahmottele niiden funktioiden ja niiden
summafunktion kuvaaja. L8ytyyko summafunktiolle diriarvopiste?

1.24 Funktioiden £ ja g arvoja on annettu viereisessi taulukossa.

a) Laske yhdistettyjen funktioiden A= fog ja k=go f arvot kohdissa x=2 ja

=4,
¥ x| S| e®
b) Laske erotuksen d=f—g ja osamiirin g = ! arvot 1 4 7
: g -2 1 5
kohdissa x=2 ja x=4. 3 0 3
4 1
1.25 Téydennd alla oleva taulukko. 3 4 _11
funktiot summa tulo yhdiste yhdiste
fiag f+g fg fog .| &°f
3xjaS+x
x* ja Jx
e* ja—x
sinx ja2x+m
1.26 Muodosta yhdistetyt funktiot f o g ja go £, kun
2) f)=x-1]ja gx)=x b) f(x)=¢" ja g(x)=2x.
1.27 Anna esimerkki funktioista f ja g, joille fog=go f.
1.28 Mink alkeellisempien funktioiden yhdiste on f(x) % x? +x?
1.29 Mink4 kolmen funktion yhdistettyni ﬁmkﬁona saadaan funktio
1
——t
a) u(f)=>5sin’7=>5(inz)* b) v(t)=5sins? 0 s()=e 2 .

1.30 Kirjoita yht#l6nd: Miké on se luku, jonka luonnollinen logaritmi potenssiin viisi koro-
tettuna ja neljdlld kerrottuna antaa tulokseksi luvun kolme? Ratkaise saamasi yhtdlo.
Etsi vastauksestasi funktio, funktion arvo ja késnteisfunktio.

1.31 Ratkaise yhtilo 3¢ =45. Mitd funktioita ja kiiénteisfunktioita [ydat?
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1.32 Mink# funktioiden yhdisteitd ovat alla olevat funktiot? Etsi my6s niiden kédnteisfunk-
tiot silloin, kun se on mahdollista.

a) f(x)=6+4x>, g(x)=5¢", h(x)="7In(4x) ja k(x)=3sin(x/2).
b) f(¥)=+4x-5, g(x)=116"2, h(x) =2In(3x +1) ja k(x) =9sin(r—x).

1.33 Mink4 filnktioiden yhdisteits ovat alla olevat funktiot? Etsi myds niiden ké#nteisfunk-
tiot silloin, kun se on mahdollista.

a) f(x)= %(Zx3 - 4) b) g(x)= V3x+4 ¢) h(x)= —2¢7% q) k(x) =2sin(3x)

1.34 Minké funktioiden yhdisteitd ovat alla olevat funktiot? Etsi ki#nteisfunktion lauseke
silloin, kun se on mahdollista.

—-500¢

a) s()=5-1> b) T()=2xn \E— ¢) v()=4sin(100¢) d) g(¥)=3e

1.35 Pallon tihéys tilavuuden suhteen saadaan funktiolla p(¥) =?n/1~ ja toisaalta pallon tila-

vuus siteen suhteen funktiolla ¥ (r)= -gfnr3 :

a) Ilmoita pallon tiheys siteen funktiona. Laske saamallasi funktiolla, kuinka monin-
kertaiseksi tiheys kasvaa, kun sdde puolittuu.

b) Ilmoita pallon side tiheyden funktiona. Montako prosenttia side muuttuu, jos ti-
heys puolittun?

1.36 Taksimatkan perusmaksu on arkipdivisin 5,50 €. Kuljetustaksa on 1-2 henkil&ltd
1,43€/km.

a) Kirjoita taksimatkan hinta kuljetun matkan funktiona. M##ritd sen avulla, paljonko
tulee maksamaan 10 km:n, 50 km:n tai 120 km:n matka,

b) Maritd hinnan kidnteisfunktio. M#dritd sen avulla, kuinka pitkille pétset 100 eu-
rolla, 50 eurolla tai 20 eurolia? t

1.37 Kirjoita funktiot, joilla voit laskea kappaleen siteen sen tilavuuden funktiona, kun
kappaleen korkeus on 50 cm ja kappale on a) suora ympyrlierié b) suora ympyrékar-
tio tai ¢) pallon segmentti.

1.38 Onko totta, ettd ¥x* =x ja (%/;)3 —x kaikilla reaalituvuilla x? Miti tulos kertoo
funktion f(x)=x> kétnteisfunktiosta? '
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1.39 Markkinatutkimuksen mukaan eréistd tuotetta ostettaisiin 1400 kpl kuukaudessa, jos
sen hinta olisi 10 euroa ja 1000 kpl, jos sen hinta olisi 12 euroa. Ilmoita kysyntéfunktio
eli hinta P (price) kysynnén Q,, (quantity demanded) funktiona, jos sen arvellaan ole-

van lineaarinen. ;

a) Piirrd kysyntidfunktion kuvaaja ja mé#ritd sen avulla, milld hinnalla kysyntéd olisi
2000 kp! kuukaudessa.

b) Muodosta k#inteisfunktion lauseke ja mééritd sen avulla, miké olisi tuotteen ky-
syntd 5 euron hinnalla.

'¢) Hinta P riippuu myds tuotteen tarjonnasta Qg (quantity supplied). Tiedetddn, ettd
kyseistd tuotetta kannattaa valmistaa enintdéin 1000 kpl, jos valmistaja saa siitd 8
euroa ja 500 kpl, jos hinta jdd 5 euroon. Oletetaan funktio lineaariseksi. Piitrd tar-
jonta- ja kysyntifunktioiden kuvaajat samaan koordinaatistoon. Mé#ritd kuvan

avulla, milld hinnalla kysynti ja tarjonta ovat yhtd suuret.

1.40 Hahmottele funktioiden f(x)=x*-3, g(x)= (x+ 1)2 ja h(x)=(x—14,7 )2 +25,8
kuvaajat laskematta arvoja.

1.41 Hahmottele funktioiden f(x)=ax+a, gx)=bx2—b, ~ h(x)=ce™ ja
k(x)= m kuvaajat, kun parametrit a,b,cjad > 0.

1.42 Piirrd kiyrdt y = Jx+4 jay= Vx —2 siirtimalla kdyrdd y = Jx.

1.43 Funktion g kuvaaja muodostetaan funktion f(x)=e™" kuvaajasta siirtdmélld t4t4 yh-
den x-yksikdn verran oikealle ja kaksi y -yksikk6d ylospdin. Piirrd funktion g kuvaa-
ja ja médritd sen yhtilo.

1.44 Piirré funktioiden y = £(x), ¥y = f(—x) ja y =—f(x) kuvaajat, kun f(x)=¢*.

1.45 Vahvista seuraavat havainnot jotakin esimerkkifunktiota f tutkimalla:

a) Kdyrit y = f(x) ja y = f(2a—x) ovat symmetriset suoran x = suhteen
b) Kéyrit y = f(x) ja y =256~ f(x) ovat symmetriset suoran y =5 suhteen
c) Kiyrdt y = f(x) ja y=f (x) ovat symmetriset suoran y =x suhteen
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1. FUNKTIOT
1.1, a3 b) 90,75 cm? ¢) 3a% +3
»3
12, a)36m~113]1 b)1,081-10%km® o) —ﬂi;-—+ﬂ:R2mm+2anm2 +f"3ﬁmm3
18, a)keZz, HR>0 ¢) ~05m<d<0,5mtai d €[-0,5m,0,5m]
1.11. a)1,3 b) 2,2 c) 0,2 d)0,05ja3,3 €)-0,7,0,1ja9,9
122, s(x)=2x+x";1(x)=2x"
1.23.  Kokeile esimerkiksi funktioilla #(¢) = 2¢ ja v(t) = % .
=2: h=4, k=7 =2: d=—4, g=1/5
124, a) b 7
x=4: h=4, k=17 x=4: d=0, g=1

126. a) fog=Ax—1 gof=dx—1 b) fog=e* gof=2 "
129. a) u(t)=fogoh f(£)=5t, g(t) =t>, h(f) =sint

b) v(t)=fogeh f(t)=5t,g(t) =sint, h(t) =+

) vt)=fogoh fW)=e,g®)=~1t ht)=1>
130.  4(lnx) =3
132. &) f(®)=(acbockx) a(x)=6+x,b(x)=4x,c(x)=x; f_l(y)=31/yT_6

{)

g(x)=(achoc)x) a(x)=5x,b(x)=e",c(x)=2x; gl )= " kun y >0

~

h(x)=(aobo c)(x) a(x) =Tx, b(x) =Inx, c(x) =4x; n = eT

§ oy
k() =(aoboc)x) alx)=3x,b(x)=sinx, c(x)=§; () =1 sin 1(5))
kun -3<y<3

y+s

b) f(x)=(aoboc)x) a(x)=\/;,b(x)=x~5,c(x)=43x; o= 3
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Ay Y
g (y)-ln[n)n

g()=(aoboc)(x) a(x)=11x,b(x)=e",c(x)=x-2;
kun y =0

h(x)=(acbocod)x) a(x)=2x,b(x)=Inx, c(x)=x+1 d(x) =3x;

P4
—1 __ez -1
R ()=—3
. k—l(y)=1r-sin_1 2
k(x):(aoboc)(x) a(x) = 9x, b(x) =sinx, c(x) = —X; 9
. kun -9<y<9
1.33.
a)
1 3 - 5y+4
f@)=(acbocod)x)  al)=7xb()=x-4 () =25 d@=x",f 0)=3=5—
y' -4

b) g()=(aobockx) a(x)=%x,b(x)=x+4,c(x)=3% g\()= —

ln(——y—)
¢) h(x)=(aobo cXx) a(x)=-2x,b(x)=¢", c(x)=-5% )= _.__g‘?;_
kun y <B

. sin—l(
d) k(x)=(acbockx) a(x)=2xb(x)=sinx, c(x)=3%k"(y)= —5
kuin-2<y<2

SRS

s@)=(aob)t)  a®)=}gt b=t

1.34. a) %
kasnteisfunktiot(s) = |—, s20
i g

T@)=(aobockl) a(l)y=2nl,b(1)=I,c()= Ly
: g

b) 4 ,

T
— 0 (T =g -
\kaan eisfunktio [(T)=g (WZ’EJ_/
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() =(achockr) a(t)=4t,b(t)=sint,c(r) =100

© ki#inteisfunktio ¢(v) = L sin™! (}’_ s —4<v<4
L 100 4

rq(t) = (a obockt) a(t)=3t,b(1)= ef, c(t)=-500s
d) ;

s . 1 q
kaanteisfunktio #(g)=——=In| = ¢>0
\ dénteis io #{q) =00 n(3) q
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