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Perusteita 1

0. PERUSTEITA

Tassd luvussa kerrataan joitain matematiikan tuloksia, jotka integraalimuunnoksia késiteltédessé
on syytd tuntea. Seuraavassa on esitetty, missi aihepiireissd kunkin kappaleen tietoja tarvitaan.

0.1 Funktion ominaisuuksia; kaikkialla

0.2 Integraalilaskentaa: Laplace-muunnos, Fourier-muunnos
0.3 Kompleksiluvut: kaikkialla

0.4 Algebraa: Laplace-muunnos

0.5 Cramerin sdént6: Laplace-muunnos

0.6 Sarjateoriaa: z-muunnos, Fourier-sarjat

0.7 Jaksollinen funktio: Fourier-sarjat '

0.1 Funktion ominaisuuksia

Tarkastellaan aluksi reaaliakselilla tai sen osavélilld méadriteltyd funktiota f (x) . Funktio f (x) on
jatkuva, jos muuttujan x pieni muutos aiheuttaa pienen muutoksen funktion arvoon. Télldin kai-
kissa funktion méérittelyalueen pisteissé x,

lim £(x)= f(x,)-

Jatkuvan funktion kuvaaja on jokaisella médrittelyalueensa vililld yhtendinen katkeamaton kéyri.
Tekniikassa esiintyy kuitenkin paljon sellaisia funktioita, joiden kuvaajissa on hyppayksid. Yk-
sinkertaisin téllaisten funktioiden luokka on paloittain jatkuvat funktiot. T#llaisella funktiolla
on jokaisella suljetulla valilld korkeintaan érellinen médrd epdjatkuvuuskohtia ja n#issd epéjat-
kuvuuskohdissa funktioilla on ddrelliset vasemman- ja oikeanpuoleiset raja-arvot.

ESIMERKKEJA _ 129
1. Funktio 103
~2, kunt<-1 ::
f)=4t*+t,kun-1<¢<3 4]
sing, konex3 23 e
s 42 2 ——F 8 10
on paloittain jatkuva. —_— 2 X
2. Kuvan pulssijono on paloittain jatku- —_— — — — —
va funktio. ¥
r——— p———j—
A -4 3 -1 1T 2t3 4 &

Jos funktion médrittelyjoukko on kokonaisluvut tai sen osavili, sanotaan funktiota lukujonoksi.
Funktion £ madrittelema lukujonoa merkitasin f(n) tai f,.

ESIMERKKEJA
3. Lukujonon 1, l, l, L, ..« médrittelee funktio
4°9° 16
1
fn)=—=,

n
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kunn=123,....

Funktio tai lukujono f (x) on rajoitettu, jos on olemassa positiivinen luku M siten, ettéd
| f (x)f <M

kaikilla muuttujan arvoilla x.

f()

Funktio f ( ) on korkeintaan kertalukua ¢**, jos funktio on rajoitettu.

0.2 Integraaliaskentaa
Palautetaan ensiksi mieleen vakiofunktion integraali:

J.kdx k(b - a).

Jos k on positiivinen, on integraalin arvo kuvan suorakulmion pinta-ala.

Tarkastellaan seuraavaksi epiioleellista integraalia, jossa yldraja on déreton: I f (x)dx.

Oletetaan, ettd funktio f on integroituva jokaisella vélilld [a,M ], missd luku M >a voi olla
kuinka suuri luku tahansa. Jos.on olemassa &irellinen raja-arvo

M
lim [ f(x)dx,

niin sanotaan, ettd integraali

o0

[#Ge)ets

a

suppenee ja

j dx— hm J.f

a

ESIMERKKEJA
1. Tutkitaan integraalin J.dex suppenemista.
1 x

Koska

+1

T

1
M

M
J‘—lz—dxz 1
P x

on

M1 1
lim —de: Iim(———+1j:1,
M—)oolx M-ow M

joten integraali suppenee ja
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Tarkastellaan lopuksi osittaisintegrointia.

Jos funktiot fja g ovat derivoituvia niin tulon derivoimissédannén mukaan

Dl (w)s(x)]= /' (x)g(x)+ £ (x)g' ().

Siten integraalifunktion mééritelmén perusteella
J(r (g lx) + f(x)e (x)dx = f (x)glx) + C .
Ottamalla integraali erikseen yhteenlaskettavista, voidaan kirjoittaa

Jf dx+.|.f x)dx ( )g(x)+C,

josta saadaan! 0s1tta1smtegr01nn1n kaava:

T ekt = £ (ee)— [7()e (b

T#td tulosta kéyttien voidaan muotoa f (x)g(x) olevan funktion integrointi muuntaa muotoa
f (x)g’(x) olevan funktion integroinniksi. Jalkimmdiinen integraali voi olla helpompi laskea.

Miééritylle integraalille osittaisintegroinnin kaava on seuraava:

Jf dx~|f jf

ESIMERKKEJA
2. Lasketaan integraali J-x sin xdx .
x)=sinx X)=-—cos
Valitaan {f' (x) , jolloin {f,( ) o0 x' Osittaisintegroimalla saadaan
glx)=x g'(x)=1

.[x sin xdx = x(~cosx)~ '[(— cosx)dx = —xcos x +sin x + C

1
3. Lasketaan integraali _[xe" dx.
0

Valitaan / (x)=e" , jolloin / (x) ¢ . Osittaisintegroimalla saadaan
glx)=x 1

1 1
J.xe"dx=ixe"— Ie”dx:e—ie" =e—(e~1)=1
0 0 0 0

0.3 Kompleksiluvut
Kompleksiluku on muotoa
X+ yi

! Integrointivakio C voidaan sisillyttds oikean puolen integraaliin.
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oleva luku, missi x ja y ovat reaalilukuja ja i on imaginaariyksikké. Imaginaariyksikolle i pitee
i’ =-1.
Imaginaariyksikkdd voidaan merkitd myds kirjaimella j.
Kompleksiluvun z = x4+ yi
o reaaliosa Re(z) = x
¢ imaginaariosa Im(z) =y
o liittoluku z = x — yi
o itseisarvo |z =./x" +)°
Suoraan laskemalla todetaan
z+z=2Re(z)
2z =|d*

Eulerin? kaavan mukaan

e” =cosx-+isinx,

missd muuttuja x on reaaliluku. Eulerin kaava johdetaan kappaleessa 0.6
Kayttaimalla hyviksi sinin parittomuutta ja kosinin parillisuutta saadaan

e™ = cos(~ x)+isin(-x) = cosx —isinx.

Suoralla laskulla todetaan, ettd sini ja kosini voidaan lausua eksponenttifunktion avulla:

CosX = %(e”‘ + e"”‘)

. i »
sinx = —~(e”‘ —e ”‘)
2

Jos kompleksiluvun z itseisarvo on r ja vaihekulma on ¢, niin kompleksiluku voidaan esittdd
muodossa

z=re" =rcosq+irsing.

Kompleksiluvun z mégraavat siis tdysin sen itseisarvo on r ja vaihekulma on ¢. Teknisessd las-
kennassa kompleksiluvuille kéytetdénkin usein osoitinesitysti

Z2=rLQ.

Hyperbelifunktiot méidritelldén seuraavasti:

coshx = %(e" + e“")

sinh x = %(e" - e"")

2 Leonhard Euler (1707-1783) oli sveitsildinen matemaatikko, joka tySskenteli Pietarissa ja Berliinissd. Euler oli
yksi kaikkien aikojen tuotteliaimpia matemaatikkoja. Hin tutki mm. differentiaalilaskentaa, lukuteoriaa ja nesteiden
virtauksia. Han keksi hitausmomentin ja vapaan pydrimisakselin kasitteet ja kehitti vektorilaskentaa.
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Vertaamalla n#itd aikaisempiin kaavoihin huomataan, ettd kompleksilukujen kautta hyperbeli-
funktiot ovat yhteydessé trigonometrisiin funktioihin:

cosx = coshix
sin x = —Isinhix

ESIMERKKEJA
1. Kompleksiluvun z=2+3i reaaliosa Re(z)=2, imaginaariosa Im(z)=3, liittoluku

z=2-3i jaitseisarvo |z| =~/2> +3% =13

2. Kompleksiluku
2egi = 2003% +23in%i =3 +i

3,5./52° =3,5¢08(52°)+3, 5sm(52°) 2,15482 + 2,75804i

1. Johda sinin ja kosmm eksponenttlfunktlon avulla lausutut esitykset.

0.4 Algebraa
Muotoa
a,x" +a, x"" +tax+a,

olevaa lauseketta sanotaan muuttujan x polynomiksi. Lukuja a .. 4, a, sanotaan po-

n? n—l’
lynomin kertoimiksi. Polynomia, jonka kaikki kertoimet ovat nollia sanotaan nollapolynomik-
si. Polynomin kertoimet voivat olla reaali- tai imaginaarilukuja. Seuraavassa rajoitutaan vain
reaalikertoimisiin polynomeihin.

Polynomin
ax"+a, X"+ +ax+a,
sanotaan olevan astetta n, jos kerroin @, # 0. Siis polynomin aste on polynomin korkeimman po-
tenssin eksponentti. Nollapolynomin astetta ei ole médritelty.
ESIMERKKEJA
1. Polynomin 5x* ~9x® +x* —10x+ 7 aste on 4.

Polynomin P(x) nollakohdalla tarkoitetaan lukua c, jolle P(c)=0. Sanotaan myds, ettd ¢ on
yhtilon P(x)=0 juuri.

Algebran peruslauseen mukaan jokainen polynomi voidaan kompleksilukujen joukossa jakaa

ensimmdisen asteen tekijéihin:
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Astetta 7 olevalla polynomilla P(x)=a, x" +a, ,x"" +++a,x+a, on tismélleen n reaalista tai

imaginaarista nollakohtaa3. Jos nollakohdat ovat x, x,,...,x, , niin

n?

P(x)=a,(x=x)(x~x,)(x-x,). (*)

Edells esitetyssd tulossa voi sama tekiji esiintyd useampaan kertaan. Nollakohdan x, kertaluku
on termin x — x, esiintymiskertojen lukumééré yo. tulossa.

pienempi kuin viisi, niin polynomin nollakohdat voidaan méérittad ratkaisukaavalla. Kéytdnnos-
sa kuitenkin kolmannen ja neljannen asteen polynomien nollakohtien ratkaisukaavat ovat liian
monimutkaisia. Viidennen ja sitd korkeamman asteen polynomien nollakohdilla ei ratkaisukaa-
vaa olekaan! Yleisesti turvaudutaan numeerisiin menetelmiin. Télldin kuitenkaan esitys (*) ei
aina ole tarkasti voimassa.

tutaan reaalilukuihin niin polynomin alkutekijit ovat reaalisia ensimmdisen tai toisen asteen
polynomeja. Toisen asteen reaalisesti jaoton alkutekijé on sellainen, jonka nollakohdat ovat ima-
ginaarisia.

ESIMERKKEJA

2. Polynomin 2x’ +2x* —20x +16 nollakohdat ovat —4, 1, 2. Siten polynomi voidaan jakaa

2% +2x% = 20x+16 = 2(x + 4)(x ~ 1)(x ~ 2).

3. Polynomin 3x’ +3x> —48x+60 nollakohdat ovat -5, 2, 2. Siten polynomi voidaan jakaa

tekijoihin seuraavasti:
3x% +3x% —48x+60 =3(x +5)(x - 2)°.

4. Polynomin x* +4x +5 nollakohdat ovat ~2 7. Namé eivét ole reaalisia, joten polynomi on

seuraavasti:
X2 dx+5=(x+2+i)(x+2~i).
5. Polynomin x*—6x° —7x*+2x+1 nollakohdat ovat -1,12168; -0,286559; 0,446916;

6,96132. Nami luvut ovat nollakohtien likiarvoja, joten esityksen (*) yht4lo ei pide tarkasti,
vaan

(x +1,12168)(x + 0,286559)(x — 0,446916)(x — 6,96132)
~ x* —5,999997x —7,000014x* +1,999997x +1,000001

Huomautus: Jos imaginaariluku z on reaalikertoimisen polynomin P(x) nollakohta, niin myos

sen liittoluku z on nollakohta. Siten 1. asteen polynomit x -z ja x—z ovat polynomin P(x)
tekijoind kompleksilukujen joukossa. Niiden tulo

(x—z)(x——z)z x* —(z+2)x+|z|2 = x —2Re(z)x +||’

3 Nollakohtien ei tarvitse olla eri lukuja.
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on polynomin P(x) jaoton 2. asteen tekiji reaalilukujen joukossa (vit. esim. 4).

Jokainen toisen asteen polynomi voidaan tiydenti# nelidksi. Polynomin x* +ax+b nelidksi
tdydentéimiselld tarkoitetaan seuraavaa binomin nelién kaavaan

(a+b) =a® +2ab+b*

perustuvaa toimenpidettd:
a a\ aY a\ a’
x2+ax+b=x2+25x+(5) +b—[—j =(x+—] +b——.

ESIMERKKEJA

2 2 2 2
6. x2+3x+5=x2+2%x+(%j +5—(%) =(x+§j +5—2=(x+ij S

2 2 2 2
7w —sxal=xt 22w e 2] w12 =[x-2] p1oB (2 el
2 2 2 2 4 2 4

Rationaalifunktio on kahden polynomin osamé4ris
R() =28,
o(x)
missé P(x) ja Q(x) ovat polynomeja. Supistamalla tarvittaessa yhteiset tekijit, voidaan olettaa,
ettd polynomeilla P(x) ja Q(x)’ ei ole yhteisid tekijsitd. Talloin rationaalifunktion R(x)
o nollat ovat osoittajan P(x) nollakohdat
e navat ovat nimittijin Q(x) nollakohdat

Rationaalifunktion raja-arvo
lim R(x) =0

X-—yo0

tismalleen silloin, kun osoittajan P(x) aste on pienempi kuin nimittdjin Qx) aste.

ESIMERKKEJA
8. Rationaalifunktion
2
x“+1
Rlx)=—s————
) x° +3x% +2x
nollat ovat x = =i, silld
¥ +l=0x==1i
navat ovat x =0, x =—-1jax=-2,silld
X433+ 2x=0 x=0taix=-1taix=-2.
Koska osoittajan aste 2 on pienempi kuin nimitt4jén aste 3, on
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11
x> +1 . ;+M
11mR(x)~11 ————— =lim 5 =0
2

X

X
+

x>0 —>oox +3x +2x x—ml 3
X

a) x*-9 b)  2x*+2x-12

c) Tx*+56x*+119x+70 d  x*+85x* +23x+225
3. Téydennd nelidksi seuraavat polynomit:

a) x*+6x-7 b x*-3x+5

c) 3x*+3x+6

0.5 Cramerin sdanto

Kun Laplace-muunnostekniikalla ratkaistaan differentiaaliyhtdloryhmid, joudutaan usein ratkai-
semaan lineaarisia yhtdlopareja. Néiden ratkaiseminen kiy kétevisti Cramerin¢ sdinnolli:

Jos yhtdloparin
{allxl +a,x, = b
Ay X+ ayX, = b,
kerroindeterminantti
a,, a
11 2
D= 2120,
dy Ay
niin ratkaisu on
b, ay a;, b
b, a a, b
2 22 21 2
xl faned x =

p D
Ratkaisun osoittajat on saatu kerroindeterminantista vaihtamalla tuntemattoman kertoimien
tilalle oikean puolen vakiot.

Cramerin s3intd on yleistettdvissd useamman tuntemattoman tapaukseen. Kuitenkin ratkaistaessa
yhtialoryhmid, joissa on vahintddn kolme tuntematonta, tavanomainen Gaussin menetelmid on
nopeampi tapa.

ESIMERKKEJA
1. Ratkaistaan yhtdloryhmé

X—-y=35
3x+4y =17

4 Gabriel Cramer (1704-1752) oli sveitsildinen matemaatikko.
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Koska kerroindeterminantti =7#0,o0n

4, Ratkalse Cramerin saannolla yhtaloparlt

3x+2y=-2 b -2x+3y=-2
4x+5y=3

0.6 Sarjateoriaa
Adgrettomén lukujonon (ak) termeistd muodostettua ddretontd summalauseketta

da,=a ta,+ay;+
k=1

sanotaan sarjaksi.

Lukujonon
S, =a,
S, =a, +a,

S, =a, +a, +a,

o0
termejd kutsutaan satjan Za , osasummiksi. Erityisesti sarjan n:s osasumma on

k=1
1
S, = Zak .
k=1

Sarjoja kisiteltiessd keskeinen kysymys on sarjan summan mddrittdminen. Sarjan summa méari-
tellddn osasummien avulla:

Jos n:n kasvaessa rajatta sarjan z:s osasumma S,

o lihestyy kohden ddrellisti raja-arvoa S, sanotaan, ettd sarja suppenee ja sen summa on S.
T#ll6in merkitdén

S:iak
k=1

o ci ldhesty kohden mitdén d4rellistd raja-arvoa, sanotaan, ettd sarja hajaantuu. Hajaantuvalla
sarjalla ei ole summaa.

Jos #drettdm#n monen termin summa on #drellinen, on melkein kaikkien termien oltava lahelld
nollaa, Tdmén idean esittdd tdsmillisesti seuraava tulos:
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Suppenevan sarjan termit lahestyvét nollaa: sarja Za , suppenee = zim a, =0,
=1 >

ESIMERKKEJA
1. Geometrinen sarja.

Sarja on geometrinen, jos sen kahden perdikkdisen termin osamddrd on aina sama. Jos sarjan
ensimmiistd termifi merkitiin a:lla ja kahden perikkéisen termin® suhdelukua g:1la, niin
geometrinen sarja voidaan esittdd muodossa

aq* =a+aq+aq’ +aq’ +---.

[Ms

£
11

0
Sarjan 7:s osasumma on (g # 1)

H

S =al—q .
l-g

"
Jos |q| <1, niin ¢" = 0, kun n — 0. Siis télléin sarja suppenee ja sen summa on

lim §, =lima1—~q =2
n—w0 H~>0 l_q l_q

Yleisesti voidaan todeta:

Geometrinen sarja
2.aq"
k=0
suppenee, jos ja vain jos |q| <1 jatdlloin sen summa on

§=_2_
1-¢

2. Tutkitaan sarjan 3 + —;— + % + % +... suppenemista.

Ratkaisu: Sarja on geometrinen sarja, jonka suhdeluku g = —;— , ]q\ <1 ja ensimméiinen termi

a =3, Siten sarja suppenee ja sen summa on

Sarjan termit voivat riippua muuttujasta, kuten potenssisarjan tapauksessa

5 Jilkimmainen+edellinen
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Zak(x—xo)k =4a, +a1(x~x0)+a2(x—x0)2 +a3(x~x0)3 doeeey,
k=0

missé
o lukuja g, sanotaan potenssisarjan kertoimiksi

o luku x, on potenssisarjan kehityskeskus.
¢ muuttuja on x.

Potenssisarjoissa keskeisid kysymyksid ovat

e suppenemisalue; mill4 muuttujan x arvoilla sarja suppenee?

e potenssisarjan summa.
Potenssisarja suppenee aina, kun x = x,, silld tilloin on kyseessé sarja a, +0+0+... Voidaan
osoittaa, ettd jokaisella potenssisarjalla on sellainen lukué R >0, ettd sarja

e suppenee arvoilla x, joilla ]x - x0| <R.

e hajaantuu arvoilla x, joilla ‘x - x0| >R,

Lukua R sanotaan potenssisatjan suppenemissiiteeksi. Sarjan suppenemisesta arvoilla x, joilla
[x - xol =R ei voida sanoa mitéén yleistd. :

Monella tutulla funktiolla on potenssisarjakehitelmi. Néitd sanotaan my6s funktion Taylorin?
sarjoiksi. Esimerkiksi
2 3 4

. x X

et =l+x+—+—+—+
20 34

. oxt X

smy=x—-—+-———+
387
2 x4 X6

cosx =1——+———-+-
20 4 o

Nimai sarjat suppenevat kaikilla x. Ndiden sarjojen termit ovat hyvin samanlaisia. Témé4 ei ole
sattumaa, silli sijoittamalla eksponenttifunktion sarjakehitelméssd muuttujan x paikalle i saa-
daan

2 3 4 5 6 7
20 pQ @ 5P 6P P
I T I T TR

Koska i:n potenssit ovat vuoron perdén 1, 7, —1, —, voidaan tdm4 kirjoittaa muotoon

e =1+ip+i Foe

2 3 4 5 6 7
e =1+i(p—(P———i&+53—+iﬂ)——(—P——i(P—+---
200 3 4 5t e 7

2 4 6 3 5 7
:(1—_([)—+"('_P_“—(P_+'“]+i((P——(P—+9——(P_+"'J
24 6l ! !

josta sinin ja kosinin sarjakehitelmid kéyttden saadaan Eulerin kaava

6 Jos R =0, sarja suppenee vain arvolla X = X, . Jos R = o0, sarja suppenee kaikilla x.

7 Brook Taylor (1685-1731) oli englantilainen matemaatikko, joka esitti nime#4n kantavan kaavan v. 1715.
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e =cos+ising,

Potenssisarjassa funktio on lausuttu potenssifunktioiden

1, x—x,, (x——xo)z, (x—xO)S,...
avulla. Nam# funktiot muodostavat niin tdydellisen funktiojoukon ns. kantafunktiot, ettd niiden
avulla monet muut funktiot voidaan esittés d4rettdming sarjoina.

5. Osoita, etté suppenevan sarjan termit lahestyvat nollaa

6. Johda geometrisen sarjan m:nnen osasumman kaava.
7. Méiritd potenssisarjan
[+ x+x>+x° +
summa. Milld x:n arvoilla satja suppenee?

0.7 Jaksollinen funktio
Funktio fon jaksollinen, jos on olemassa vakio P # 0 siten, ettd
(s +P)= f(x)
kaikilla fin méérittelyjoukon arvoilla x. Lukua P sanotaan funktion f jaksoksi.
Jos P on funktion fjakso,.niin. myos kaikki P:n.monikerrat ovat jaksoja:

S+ kP)= £(x)
kaikilla x, kun k on kokonaisluku. Jaksollisen funktion pienintd positiivista jaksoa sanotaan pe-
rusjaksoksi.

A

A\ e

ESIMERKKEJA
1. Sini ja kosini ovat jaksollisia funktioita, joiden perusjakso on 2m.
2. Tutki funktion
F(t)=sin(ot +¢)
jaksollisuutta ja médritd perusjakso. Kerroin o > 0.
Ratkaisu: Mikéli £114 on jakso P, niin kaikilla #:n arvoilla
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fe+P)=£(t)
< sin[w(t + P) + (p] = sin((ot + (p)
< sin[(mt + (p)+ coP] = sin((ot + (p)
Sinin jaksollisuuden perusteella edellinen yht#lo toteutuu, jos
oP =2n

S
®

Siis funktio f on jaksollinen ja sen eréis jakso on “"  Koska 27 on sinin perusjakso, on
o)
P= n on fin pienin positiivinen jakso eli perusjakso.
©®

Vastaus: Funktio f'on jaksollinen ja sen perusjakso on P = —Z—E
)

Otetaan kiytto6n seuraavat nimitykset: jaksoa P vastaava

. 1
e taajuus on —
P

. 27n
¢ kulmataajuus on o = 7

Niille pétee
®P =2%n
Kulmataajuutta kutsutaan joskus lyhyesti taajuudeksi. -
Jos funktion fjakso on:P ja f on~véilillaz[0,.P] integroituva, niin voidaan osoittaa, ettd. .

at+P P

76 = [

a 0

kaikilla luvuilla a. Siis, kun integroidaan yli jaksovilin on integraalin arvo aina sama.

8. Oletetaan, ettd f'on jaksollinen ja a on sen jakso. Péittele, ettd my0s
a) 2a b) 3a ¢) na, nel
ovat fin jaksoja.

9. Olkoon integroituvan funktion fjakso P. Osoita, ettd
at+P P
7= ot
a 0

kaikilla luvuilla a.
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1. LAPLACE-MUUNNOS

1.1 Peruskaésitteet

Olkoon f (t) reaalimuuttujan ¢ funktio, joka maééritelty, kun ¢>0. Funktion f (t) Laplaces-
muunnoksella tarkoitetaan kompleksimuuttujan s kompleksiarvoista funktiota

)

Fls)= J-f(t)e's’dt .

0

Laplace-muunnosta sanotaan myds L-muunnokseksi tai s-muunnokseksi.

Kaikilla funktioilla ei ole Laplace-muunnosta. Funktiolla f (t) on Laplace-muunnos, jos mééri-
telmin ep#oleellinen integraali suppenee joillain kompleksimuuttujan s arvoilla. Téllin sano-
taan, ettd f on Laplace-muuntuva. Melkein kaikki sovelluksissa esiintyvét funktiot ovat Lapla-
ce-muuntuvia, silld seuraava tulos pétee?:

Jos funktio £(z)
e on paloittain jatkuva ja
e korkeintaan kertalukua e,

niin funktiolla f(¢) on Laplace-muunnos F(s), kun Res > o.

Seuraavassa oletetaan, ettd yo. ehdot ovat voimassa.

Funktion f(f) L-muunnosta merkitian L[f(¢)]. Laplace-muunnoksen merkitsemiseen kiytetdtn

my0s seuraavaa . tapaa: muunnettavaa funktiota .merkitdén pienelld kirjaimella ja sen L-
muunnosta vastaavalla isolla kirjaimella.

F(s)=L[()],
niin merkitdén
Se)=L[F(s)]

ja sanotaan, ettd f(¢) on funktion F(s) Laplace-kiiinteismuunnos.

Jos

Funktiot f (t) ja sen Laplace-muunnos F(s) muodostavat Laplace-muunnosparin, jolle kiyte-
tddn merkintdd

f) o F(s) tai F(s)< £(t)

Huomautus: Laplace-muunnos on kompleksimuuttujan s funktio. Yksinkertaisuuden vuoksi
esimerkeissé rajoitetaan muuttuja s reaaliseksi. Tulokset esitetdéin kuitenkin kompleksimuuttujil-
le. Esim. Res > a tarkoittaa reaalimuuttujalle s > a.

ESIMERKKEJA

1. Mé4ritéan vakiofunktion 1 L-muunnos:

8 Pierre Simon de Laplace (1749-1827) oli ranskalainen matemaatikko ja tahtitieteiliji, joka tutki mm.
taivaanmekaniikkaa ja todenndkdoisyyslaskentaa.
9 Tuloksessa esiintyvit késitteet on esitelty kappaleessa 0.1,
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1
M-w g g M—w s S S’

0 oy ) M i , M 1 st . 1 w 1
L(l):J.le dt = lim J.e dt = lim l—-—e = lim| ——e += =
0 M—)wo
kun Res > 0. Siis
lel
§

2. Mudritadn funktion f(f)=e” Laplace-muunnos.

w0 M M
L(e“’)z Ie"' -e™dt = lim Ie("'s)'dt = lim | —l—e(""s)’
5 M—w 0 M-w g g — g
- lim( L oo —LJ L
Moo\ q—§ a-—s S—a
kun Res > g. Siis
al 1
e &> —
S—a

1.2 Ominaisuudet

Laplace-muunnoksia ei kiytdnndssd mééritetd madritelmédn perustuen integroimalla, vaan seu-
raavilla tavoilla:

o Kiytetddin muunnostaulukoita, joista 10ytyy tiettyjen perusfunktioiden Laplace-
muunnokset. Muiden funktioiden Laplace-muunnokset johdetaan néistd kéyttéden Laplace-
muunnosten laskusddntdjd.

o Kdytetidn tietokoneohjelmia tai laskimia, T4l16inkin on syytd tuntea Laplace-muunnosten
perusominaisuudet.

Téssd kappaleessa esitetdédn yleisimmét laskusddnnét ja joidenkin perusfunktioiden Laplace-
muunnokset. Lisdksi késitellddn Laplace-muunnosten raja-arvoja.

1.21 Laskusaannot

Laskus#énttjen esittelyd varten tarvitaan joitain médrittelyjé:
. - . , i 0,kunzt <0
o u(t) tarkoittaa yksikkoaskeltal?, joka méaritellian seuraavasti: u(t) = .
I,kunt >0
e Merkinti g(O +) tarkoittaa funktion g(t) oikeanpuoleista raja-arvoa pisteessé O:
g(0+)=lim g(r).
Jos g(t) on (oikealta) jatkuva 0:ssa, on g(O +) = g(O).

Seuraavaan taulukkoon on koottu Laplace-muunnosten laskusédnnét. Taulukossa kirjaimet a ja b
ovat lukuja.

10 yksikkoaskelta kisitel144n enemmén kappaleessa 1.6.1,
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No [AD) F(s) Ehto Nimitys
S1 | af(t)+bg(t) aF (s)+bG(s) Lineaarisuus
82 | flat) 1 F(ij a>0 |Skaalaus
a \a
S3 |1 ( { j F{as) a>0 | Muunnoksen skaalaus
a’\a;
84 | e f(¢) F(s—a) Muunnoksen siirto
S5 [ult-1,)rt-1,) |e™F(s) 1,>0 |Siirto oikealle
S6 | f'(¢) sF(s)- £(0+) Derivaatan muunnos
S7 | £'(t) s*F(s)—sf(0+)- £'(0+) 2. derivaatan muunnos
S8 ’J.f (u)du % 7 (s) Integraalin muunnos
0
S9 |-#(t) F'(s) Muunnoksen derivaatta
S10 | (~1)"¢” £(¢) Fln) (s) Muunnoksen n:s deriv.

Derivaatan muunnossddnnét S6 ja S7 yleistyvét seuraavaan muotoon:

SON) © 8" F ()= 5" 0 4) 5" 0 4) =~ /(0 4)

Todistetaan joitain néistd sddnndisté:
Sadntd 1: Integraalin lineaarisuuden perusteella

0 [+ 0

af (t)+bg(t) & J.(af(t) +bg(t)e™dt = a If(t)e"” dit+b .fg(t)e_s' dt = aF(s)+bGl(s)

0 0 0

Sadintd 4:

e f(0) <> [ (e dt = [ £e)eeYdt = Fls-a)

0

Saintd 6: Osittaisintegrointia kdyttéen saadaan
0 [£)ed = 1 £ +s [£@)ear
0 0 0
= lim f (M)e™ lim f (m)e™" + sF(s)
Jos f' on Laplace-muuntuva, niin voidaan osoittaa, ettd
lim f(M)e™ =0,

Mo

kun Re s on riittivin suuri. Koska

lim f(m)e™" = lim f(m)= £(0+),

m—0+ m—>0+
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saadaan tulos
7't) &> sF(s)- f(0+)
S#into 7: Kéytetddn sddntéd S6 kahdesti:
£10) o sLLFO]- £10+) = s[sF (s)- £04)]- /'(0+) = s> F(s) -5/ (0 +)~ (0 +)

S#dnto 8: Merkitdén
{
glt)= [ (u)du.
0
Talléin
g(0)=0.
Jos f (t) on paloittain jatkuva, on integraalin derivaattalauseen mukaan melkein kaikkiallall
g'(t)=r().
Derivaatan Laplace-muunnosta koskevan sddnnén S6 mukaan

F(s) = Llg'()]= sG{s)- £(0) = sG(s).
Siis

eli
L“ f(u)du} - _2(1)

1.2.2 Laskukaavat
Seuraavaan taulukkoon on koottu Laplace-muunnosten laskukaavoja. Taulukossa
e 7 on positiivinen kokonaisluku.
e 1! on kertomafunktio, jonka arvo on n:n ensimméisen kokonaisluvun tulo!2, Tarkemmin:
o (=1
o nl=1.2.-(n=1)-n,josn>0.
Esimerkiksi 5!=1.2-3-4.5=120.

e ¢ on mielivaitainen luku.

11 Bpéjatkuvuuspisteiti lukuunottamatta.
12 41 luetaan “n-kertoma”,
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No A F(s)
K1l |1 1
s
K2 [t 1
SZ
R - Siis 1 < =1}
(n—1) 5" 5"
K4 | 1
s—a
K5 | te* 1
(s—a)’
(n—1) (s—a)’ (s—a)
K7 lsin at ; ! 5 Siis sinat <> ———
a s +a s"+a
K8 |cosat
st +at
K9 lsinh at 5 ! ; Siis sinh af <> ———;
a s“—a s*—a
K10 | coshat s
s*—a?

Taulukkoa voidaan lukea
e vasemmalta oikealle: médritetiéin Laplace-muunnos
e oikealta vasemmalle: m#dritetdén Laplace-kdénteismuunnos.
Taulukon kaavat on kirjoitettu muotoon, josta kédnteismuunnos on helppo méérittas.

Johdetaan joitain taulukon kaavoista.
Kaava 1: Esimerkki 2 kappaleessa 1.1.
Kaava 2: Koska
1 1
s
on sdénndn S9 mukaan
d 1
—t=—tler——=——,
ds s S
Téstd seuraa kaava 2.
Kaava 3: Tam4 saadaan kaavan 2 tapaan kaavasta K1 sdéntod S10 kéyttden.

Kaava 4: Esimerkki 3 kappaleessa 1.1. Kaava voidaan johtaa myos sdént6d S4 kéyttden:
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Koska
1
1~
S
on sdannodn S4 mukaan
al at 1
e’ =" 1> —.
s—a

Kaava 7: Fulerin kaavan mukaan
. i »
sinat = - (e”” —e™ ) .

Siten sdéntod S1 ja kaavaa K4 kéyttden

L[sinat]=~§(L(e’“’)—z,(e*fa')):_é(;_ 1 J: i 2ai p

s—ia s+ia 2s5*+a* s*+d?

Téstéd seuraa kaava.
Kaava 8: Koska
d .
—Ssinat =acosat,
dt
on
d1l .
cosaqt =——sinat
dt a
Kéyttden lineaarisuutta (sdéntd S1),.derivaatan muunnosséintdd S6 ja kaavaa K7 saadaan

dl . 1 1. s
Licosat)=L| ——sinat |=| s ——sin0 |=
( ) (dta j ( s’+a® a ) s +a’

ESIMERKKEJA
1. Mééritetdsin L[cos 3t+t+6e” ]
Kéyttden lineaarisuutta (S1) sekd kaavoja K8, K2 ja K4 saadaan
s 1 | s 1 6

Hoosstrinbel= s Lt a0 ) e e

2. Mudritetadn Ljt'e™ |,
1. tapa: Suoraan kaavasta K6 saadaan
TN 41 _ 24
(s-2f (-2
2.tapa: Kaavan K3 perusteella
424

=5 s
s s

t* <>
josta sdintod S4 kéyttien

(-2

et o
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3. Musritetatin L|(3sin 6 — 4 cos6t)e™ ]
Merkitdén
f(t) = 3sin 6f — 4 cos 6¢
Kaavojen K7 ja K8 perusteella Laplace-muunnos
6 s 18 4s
F(s)=3s2 +6° -4s2 16° s'+36 5436
Saantod S4 kiyttden saadaan

18 4s+2)
(s+2)+36 (s+2)*+36

(3sin 6t —4cos6t)e™ =e™ f(t) > Fls+2)=

45410
5% +4s+40

1.2.3 Raja-arvoja

Tarkastellaan vield Laplace-muunnosten raja-arvoja. Seuraavissa raja-arvoissa muuttuja s olete-
taan reaaliseksi. Ilman todistusta esitetéin:

Jos F (s) on jonkun funktion Laplace-muunnos, niin

lim F(s) = 0.

§—>0

Témén perusteella voidaan todistaa alkuarvolause:

Jos £(t) ja f'(¢) ovat Laplace-muuntuvia, niin
1i_£nsF(s) = f(O +).

Todistus: Olkoon
f©)<> Fs) ja £'(t) > Dls)
Sédnnon S6 perusteella
D(s)=sF(s)- £(0+).
Siten edelld esitetyn tuloksen perusteella

limsF(s) = lim(7(0+)+ D(s)) = /(0 +)+ lim D(s) = £ (0 +).

Liséksi pétee loppuarvolause:

Jos f (t) ja f ’(t) ovat Laplace-muuntuvia ja lim f (t) on olemassa, niin

{0
igar(o) =t 1)

Kappaleessa 0.4 on todettu, ettd rationaalifunktion raja-arvo
limF (s) =0

§--r0
vain jos osoittajan P(s) aste on pienempi kuin nimittdjdin Q(s) aste. Siis vain tdll6in voi ratio-
naalifunktio olla jonkun funktion Laplace-muunnos. Myshemmin osoitetaan, ettd jokainen téllai-
nen rationaalifunktio on jonkun funktion Laplace-muunnos.
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ESIMERKKEJA

1. Rationaalifunktion
25% +3s+1
s +55-7

osoittajan aste on 2 ja nimitt4jén aste on 3, joten rationaalifunktio on jonkun funktion f (t) |
Laplace-muunnos. Alkuarvolauseen mukaan!?

2 2+—3~+ !

f(o): S2S +3S+1_1 s SZ =9
s> S3+5S—7 § 5 _l
stos?

Funktiot f(t)=sinz ja f'(t)= cost ovat Laplace-muuntuvia ja kaavan K7 mukaan

F(s)= L[] =

SZ - 1 ) \
Siten "
limsF (s) =lim =0,
550 50 ¢ +1

T4m4 ei kuitenkaan ole

lim f(¢) = limsin?,
(-0 (=0

silld raja-arvoa ei ole olemassa. Loppuarvolausetta ei siis voi téssi tapauksessa kiyttiad.

Mé#ritd seuraavien muuttujan ¢ funktioiden L-muunnokset:
L.

a) 12+ 5t b) *+3-4
0 541° -1,2t°
0,4
a) t* +cos5t b) e
¢) 2e™ +sin7t
a) e cost b)  e*cos3t+ %ez’ sin 3t
¢) e cos7t+e sin2t d) e*cosh4t
a) tsinat b)  te®sinbt
Kiyttien hyviksi kaavaa K4, johda funktioiden
a) f(t)=coshat b)  f(t)=sinhat

Laplace-muunnokset (kaavat K9, K10).

13 Voidaan osoittaa, ettd ehdot ovat voimassa.
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1.3 Kiédédnteismuunnos

1.3.1 Yleisid ominaisuuksia
Thssd kappaleessa tarkastellaan funktion F (s) Laplace-k#inteismuunnoksen f (t) =" [F (s)]
muodostamista.
Laplace-kéénteismuunnoksia muodostettaessa kéytetdéin Laplace-muunnoksen

o laskus#intojé (kappale 1.2.1)

o laskukaavoja (kappale 1.2.2).
Laplace-k#inteismuuntaminen on lineaarinen operaatio (a ja b ovat vakioita):

L aF(s)+bG(s)] = aL™ [F(s)| + bL7'[G(s)].

ESIMERKKEJA

1. Kiyttien Laplace-muunnoksen lineaarisuutta (S1) seké sinin ja kosinin (K7, K8) Laplace-
muunnoskaavoja saadaan:

L_l[ 21 + 25S }:L—{ 21 2}'5]:1[ 2S 2]=lSin3~If+500s2t
s°+9 s*+4 s°+3 s +2 3

Laplace-kdanteismuunnoksen yleiseen olemassaoloon ei téssd puututa. Sen sijaan todetaan, etté
k#dnteismuunnos on yksikdsitteinen:

Jos paloittain jatkuvilla funktioilla f (t) ja g(t) on sama Laplace-muunnos, niin f (t) ja g(t)
ovat samoja funktioital®.

1.3.2 Rationaalifunktion kdanteismuunnos

Laplace-muunnoksia kisiteltdessd joudutaan usein kéénteismuuntamaan rationaalifunktio. Tar-
kastellaan vain tapausta, jossa osoittajan aste on pienempi kuin nimittdjin aste. Kappaleen 1.2.3
mukaan vain tdll6in voi rationaalifunktio olla jonkun funktion Laplace-muunnos,

1.3.2.1 Perustapaukset

Kisitellddn tiettyjen perustyyppien Laplace-kéénteismuuntamista.
A4

(s—a)

Kadnteismuuntaminen perustuu kaavaan K6

1 1 n=1_at
(s—a)"ﬁ(n—l)!t ’

jonka erikoistapauksia ovat K4 ja K5:

Tapaus 1: R(s)=

1 o e
sS—a

1

(s-af

14 Jokaisella suljetulla vlilli mahdollisesti d4rellisen montaa pistettd lukuun ottamatta funktioilla on samat arvot.

at

> te




Laplace-muunnokset

ESIMERKKEJA
1. . +—~§—3 e +3. lt2ez’ = [1 +§t2j32’
s=2 (s-2) 2 2
Tapaus 2: R(s) = —Z—ASLBE , missi nimittdjd on reaalisesti jaoton 2. asteen polynomi.
ST +as+

Kidnteismuuntaminen perustuu

e kaavoihin K7 ja K8:

1 1,
—2~—2<—>~smat, 5
s“+a a s +a

> <> cosat

e siintoon S4: A
F(s—a) < e f(1)

o nelidksi tiydentéimiseen, joka on esitetty kappaleessa 0.4.

ESIMERKKEJA

2.

25 +10

Ratkaisu: K#yttden kaavaa K7 saadaan
3. 3.1 3 1
257 +10 25745 2571 (/f5

Midritetdin L'l[ 3 }

31
o > sinA/5¢
Foo24s

Médritetadn L™ —%ﬁ—
(s - 2) +9

Ratkaisu: Kéyttiden kaavaa K7 saadaan

1 1 1
Fls)= = <> —sin 3¢
() s2+9 s*+3% 3

Kiayttien sdfintod S4 saadaan

m = F(S —2)(—> €2t %Sin:&l‘ = %821 sin 3¢

=
(s—2) +9
Ratkaisu: Muokataan lauseketta seuraavasti:
s _os=2+2  s-2 2

(-2P 49 (s-2F+9 (-2 +9 (s-2)+9

Kiyttden kaavaa K8 saadaan

Migritetasn L“[

s Ky
Fls)= = <> cos 3t
(s) s2+9  s2+43?

Kiyttden sddntod S4 saadaan

23
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§=2
(s - 2)2 +9
Esimerkin 3 perusteella
2
(s - 2)2 +9

Siis

= F(s - 2) > e¥ cos3t
o %ez’ sin3z.

& e* cos3t +gez’ sin 3¢
(s~2) +9 3

5. Madritetdan L {2—1W}
§°=5s+7

Ratkaisu: Koska nimitt4jin nollakohdat ovat imaginaariset, tdydennetdén nimittdja nelicksi

2 2 2 2 2
S2~5S+7=S2—2-—5-S+[§j 3] pr=fs=2) 352 4 3
| 2" 2) T2 2) 4 2 2

Siis
1 _ 1
S2—5S+7 5 2 ﬁ 2
§—=1 +| —
(-3 43
Koska
! > 2 sin?t,

on séddnndn S4 perusteella

1 32 3

A
2 2

6. Muritetétin L [Z—S—is—}
s7+6s+12

Ratkaisu: Koska nimittjin nollakohdat ovat imaginaariset, tdydennetééin nimittéja nelioksi.

s+5 _ s+5 . s+5
sP+6s+12  s* 4235437 +12-3"  (s+3)° +3
= 5+3 + 2 - e cosf3t+e™ lsin«/gt

(s+37 +(3) (s+37 +(3) E

As+ B

Tapaus 3: R(S) = m

, missd nimitt4jdssi on reaalisesti jaoton 2. asteen polynomi.













































































































































































































