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13. MATRIISILASKENTA 1

13.1 Perusoperaatiot

Matriisin determinantti lasketaan komennolla det. Matriisin
>> A = [1 2 3; 45 6; T8 9]

L =
1 2 k|
4 b B
7 g g
determinantti

»x Ak (i)

afng =
]

K nska determinantti on nolls, on matdisi stngufaarinen eikil s ole kiinteismatoisia, Muoute-
toan matziisin 4 3. rvin 3, samkkeen alkia:
»x AI3,3)=1

P' -
i i 3
i 5 6
T ] 1
Myl determinantti on
»x dat (R}
ang =
24
Kiifinteismatriisi muodostetaan komennolla iny tai potenssilla -1
== dnerdAl
ang =
=1,74511 0. 9167 -4, 1254
1.583% =0, 8333 0.2504
-0, 1250 0, 2500 =0, 12540
»x A% |=1]

Matriisin 4 Livist3jaalkiot muodostetaan komennolka diag(4). Tuloksena on pystyvektor, joka
koostuu Livistijfialkioista,
e diag i)
ans =
1
5
1
Komennolla dlagix) muodostetaan Hvistijimatriisi, jonka Wvistijillii on vektorin x alkiot,
= diagi[l 2 3]]

ans =
1 B o
o 2 o
0 0 3
Matriisin transpoosissa muutetaan rivit sarakkeiksi. Matriisin B transpoosi on B
x> B
B =
-3 0
g ==
1 -1
= B!
ang =
-1 q 1
6 -2 -l

lise asiassa B’ ottaa matriisin alkicista mybs kempleksikonjagaant, Pelkkd transpoosi muocosie-
taan seqraavalla komennolla B.":
=» B = [L; 3y 2-54, 4]

B =
0+ L.0Q005 g+ 3.00001
2.0000 = 5.00001 40040
x> B*°
ans =

1.400084 2.00090 + 5.00001
I.00004 4, 004

f=¢ =
[ |
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>> B.!

ans =
0 + 1.00001 2.,0000 - 5.00001
0 + 3.00001 4.0000

Reaalialkioisille matriiseille ndm# ovat samat.

TEHTAVIA
1. Muadritd seuraavien matriisien determinantti ja mahdollinen kaénteismatriisi:
12 -2 6
1 0 1 >
1 3 7 -1 17
2 4 202 4hy g o2
-35 51 16
9 3 0

2. Muodosta 4-dimensioinen taikanelié komennolla magic(4). Mééritd taikanelion
e sarakkeiden summa
e rivien sumina
o ldvistdjdalkioiden summa
e antildvistdjdn alkioiden summa.

Miten nimé4 eroavat toisistaan?

13.2 Vektorit

Vektoreiden u ja v

e skalaaritulo lasketaan komennolla dot(x,v)
e vektoritulo lasketaan komennolla eross(i,v)

Muodostetaan kaksi pystyvektoria:
>>u = [-1; 2; 0]

u =
-1
2
0
>> v = [2; 3; 4]
V::
2
3
4

Niiden skalaaritulo on
>> dot (u, V)
ans =

4
ja vektoritulo on

>> cross(u,v)
ans =
8
4
-7
Vektoritulo on pystyvektori.

Skalaaritulo voidaan laskea myds seuraavasti:

>> u*rv
ans =
4
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n-vektorin eli n-dimensioisen vektorin x itseisarvo eli normi

lasketaan komennolla norm(x).

TEHTAVIA
1. Vektoreiden u ja v vélinen kulma o lasketaan kaavalla
u-v
oL = arccos s .
v

Midritd tatd kaavaa kiyttien vektoreiden
2 -2 04]jal45 3 -3]

vilinen kulma.

13.3 Ominaisarvot ja ominaisvektorit

13.3.1 Teoriaa

Olkoon A nxn-matriisi. Luku A on matriisin 4 ominaisarvo, jos on olemassa n-vektori x# 0
siten, ettd

Ax =Ax.
Vektoria x sanotaan matriisin 4 ominaisarvoon A liittyviksi ominaisvektoriksi.
nxn-matriisilla on
e 1 ominaisarvoa, jos ominaisarvot luetellaan kertalukujensa mukaisesti.

o korkeintaan n lineaarisesti riippumatonta ominaisvektoria.

—

nxn-matriisi on yksinkertainen, jos silld on n lineaarisesti riippumatonta ominaisvektoria.

Ominaisvektori ei ole yksikasitteinen: jos x on ominaisvektori, on myds /x ominaisvektori jo-
kaisella luvulla 7 = 0. Usein ominaisvektorit normeerataan asettamalla ne yksikkévektoreiksi.

Lause 1: Olkoon D lavistdjamatriisi, jonka lavistajdalkiot ovat A,

A 0 o 0
oA, 0
0 0 - A

"
ja V nxn-matriisi, jonka pystyriviosituksessa
V-_—[Yl Voo oo l’n]-
sarakevektorit v; # 0.
Tallsin luvut A, ovat matriisin 4 ominaisarvot ja vektorit v, vastaavat ominaisvektorit jos ja

vain jos seuraava yhtilo pétee:
AV =VD. (*)
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Todistus: Koska’

AV:A[LM Voo L’n]=[AL/1 Av, AL’n]
ja
A, 0 0
0 A, -
VD = [Yl 7 T " : 0 = [}\41‘_)1 ?\'222 e 7\4,,211]
0 0 A

voidaan yhtild (*) esittdd muodossa
[Av, Av, - Av]=w Ave o Al
Vertaamalla pystyvektoreita nihdddn, ettd timd on yhtdpitédvé seuraavan ehdon kanssa:
Av; =\ vi,
kun i =1,2,...,n. Tdémi merkitsee, ettd luvut A, ovat matriisin ominaisarvot ja vektorit v; vas-

taavat ominaisvektorit, [

Matriisi 4 on diagonalisoituva, jos se on similaarinen ldvistajamatriisin kanssa eli on olemassa
ei-singulaarinen matriisi ¥ siten, ettd

VAV =D,
missi D on ldvistdjdmatriisi.

Tallsin

AV =VD. (**)
Lauseen 1 mukaan timé on yhtipitivaa sen kanssa, ettd matriisin D ldvistdjdalkiot ovat matriisin
A ominaisarvoja ja matriisin ¥ pystyvektorit vastaavia ominaisvektoreita. Koska nxn-matriisi on
ei-singulaarinen jos ja vain jos sen pystyvektorit ovat lineaarisesti riippumattomia, piddytddn
seuraavaan tulokseen:

Lause 2: Matriisi on yksinkertainen jos ja vain jos se on diagonalisoituva.

Yhtalostd (**) saadaan yksinkertaiselle matriisille ominaisarvohajotelma
A=VDV",

13.3.2 Laskenta

Matriisin 4 ominaisarvot lasketaan komennolla

eig(A),
joka tulostaa ominaisarvot pystyvektorina.

Esim. Muodostetaan 3x3-satunnaismatriisi ja lasketaan sen ominaisarvot.

>> B = fix(10*rand(3))
B =

5 Ositetuilla matriiseilla lasketaan samaan tapaan kuin tavallisilla matriiseilla.
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4 9 q
6 7 9
7 1 9
>> eig(B)
ans =
18.4136

0.7932 + 2.48181
0.7932 - 2.48181

Matriisilla on yksi reaalinen ja kaksi imaginaarista ominaisarvoa.

Matriisin 4 ominaisarvot ja ominaisvektorit lasketaan komennolla
[V, D] = eig(A),

joka tulostaa kaksi nxn-matriisia:

A, 0 - 0
| O Ay , o o
s D on ldvistdjamatriisi , jonka ldvistdjaalkiot ovat matriisin A ominaisar-
0 0 A

n

vot.
e V on matriisi, jonka i:s sarake muodostaa ominaisarvoon A, liittyvin ominaisvektorin. Omi-
naisvektorit on normeerattu yksikkovektoreiksi.

Lauseen | mukaan niille matriiseille pétee
AV =VD. ™)

Yksinkertaisen matriisin tapauksessa komennon
[V, D] = eig(A),

tulostama matriisi V on ei-singulaarinen, jolloin matriisille voidaan muodostaa ominaisarvohajo-
telma

A=VDV™.

Esim. Muodostetaan 3x3-satunnaismatriisi.
>> A = 10*rand (3, 3)
A =
9.5013 4,8598 4.5647
2.3114 8.9130 0.1850
6.0684 7.6210 8.2141

Lasketaan sen ominaisarvot ja ominaisvektorit
>> [V, D] = eig(A)

v o=
-0.6571 ~-0.7865 0.7614
-0.2275 0.3771 -0.6380
~0.7186 0.4892 0.1154

D =
16.1753 0 0

0 4.3321 0
0 0 6.1210

Matriisin ¥ pystyvektorit ovat ominaisvektoreita. Ne ovat yksikkovektoreita:
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>> norm(V(:,1)),norm(V(:,2)), norm(V(:,3))

ans =
1
ans =
1
ans =
1

Tarkistetaan, ettd matriisi 4 similaarinen ldvistdjdmatriisin kanssa:
>> VA (=1)*A*V
ans =
16.1753 0.0000 0.0000
0.0000 4,3321 0.0000
0.0000 -0.0000 6.1210

Muodostetaan matriisin A ominaisarvohajotelma:
>> V*D*V~ (-1)
ans =
9.5013 4.8598 4,5647

2.3114 8.9130 0.1850
6.0684 7.6210 8.2141

Esim. Ei-diagonalisoituva matriisi.
> A = [6 12 19; -9 -20 -33; 4 9 15]
A =
6 12 19
-9 =20 -33
4 9 15
Lasketaan ominaisarvot ja ominaisvektorit:

>> [V, D] = elg(A)

v =
-0.4741 ~0.4082 -0.4082
0.8127 0.8165 0.8165
-0.3386 -0.4082 ~-0.4082

D =
-1.0000 0 0
0 1.0000 0
0 0 1.0000

Ominaisarvot ovat matriisin D ldvistdjdalkiot: —1 ja 1, joista 1 on kaksinkertainen ominaisarvo.
Ominaisvektorit ovat matriisin ¥ pystyvektorit. Havaitaan, ettd matriisin ¥ toinen ja kolmas pys-
tyvektori ovat samoja. Ominaisarvoon 1 liittyy vain yksi ominaisvektori. Matriisi ¥ on singulaa-
rinen ja matriisi 4 ei ole diagonalisoituva.

Olkoon A ja B nxn-matriiseja. Yleistetyssd ominaisarvotehtivissd on madrittavd luku A ja n-
vektori x = 0 siten, ettd

Ax =ABx.

Lukua A sanotaan yleistetyksi ominaisarvoksi ja vektoria x vastaavaksi yleistetyksi
ominaisvektoriksi.

Matriisien 4 ja B yleistetyt ominaisarvot lasketaan komennolla
eig(A,B),

joka tulostaa ominaisarvot pystyvektorina.

Matriisien 4 ja B yleistetyt ominaisarvot ja ominaisvektorit lasketaan komennolla
[V, D] = eig(A,B),
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joka tulostaa kaksi nxn-matriisia:

o D on lidvistdjamatriisi, jonka ldvistdjdalkiot ovat yleistetyt ominaisarvot.

e V on matriisi, jonka pystyvektorit ovat vastaavia yleistettyji ominaisvektoreita.
Niille matriiseille pétee

AV =BVD.
TEHTAVIA
1. M#dritd seuraavien matriisien ominaisarvot ja ominaisvektorit. Tarkista pateekd ominaisar-
vohajotelma.
I 0 =3 5
0! 2 1 9 4
S ®) 34 2 0 7
121 ’ -
2 0 26 4
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